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B: Hausaufgaben zum 18. und 19. Dezember 2014

1. Sei n > 2 eine eine natiirliche Zahl. Der Graph H bestehe aus zwei Zusammenhangskomponenten
H; und H,, wobei H; ein Baum mit n Knoten ist; Hy sei ein vollstéindiger Graph mit 2n Knoten.
Der Graph G entstehe aus H dadurch, dass jeder Knoten von H; mit jedem Knoten von Hy durch
eine Kante verbunden wird.

(a) Wie viele Kanten hat G
(b) Zeigen Sie, dass G keine Eulersche Linie hat.

(¢) Besitzt G einen Hamiltonschen Kreis?

Losung: (a) Der Baum H; hat n — 1 Kanten. Der vollstindige Graph Hs hat (22”) = % =
2n? — n Kanten. Zwischen H; und H, gibt es n - 2n = 2n? Kanten. Insgesamt hat G also 2n? +
2n%2 —n+n —1 = 4n? — 1 Kanten.

(b) Der Baum H; hat einen Knoten v vom Grad 1 (wobei natiirlich der Grad in H; gemeint ist).
H; hat 2n Knoten. Da v eine Kante zu jedem der 2n Knoten in Hs hat, hat v in G den Grad 2n+1,
also einen ungeraden Grad. Damit hat G keine Eulersche Linie.

(c) Sei vy,...,v, eine Aufzdhlung der Ecken von H; und wy,...,ws, eine Aufzihlung der Ecken
von Hs. Dann ist vy, wy, wa, Vg, W3, Wy, V3, . . . , Un, Won_1,Wan, V1 €in Hamiltonscher Kreis in G.

2. Man fiihre die Tiefensuche in dem folgenden ungerichteten Graphen durch, wobei der Knoten a als
Wurzel gewéhlt wird. Dabei soll fiir jeden Schritt der Inhalt des Stapels angegeben werden sowie
neue aktuelle Knoten und welcher Knoten markiert wird. In den Féllen, in denen man zwischen
verschiedenen Knoten eine Auswahl treffen muss, soll jeweils der Knoten gewéhlt werden, dessen
Bezeichnung im Alphabet zuerst kommt. Am Schluss zeichne man den Baum, der dabei entsteht.




Losung: Wir stellen den Ablauf der Tiefensuche in einer Tabelle dar.

Inhalt des Stapels | aktueller Knoten | markierter Knoten
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Dabei entsteht folgender Baum:

3. Wie Hausaufgabe 1, wobei aber die Breitensuche benutzt werden soll und jeweils der Inhalt der
Warteschlange angegeben wird.

Losung: Wir stellen den Ablauf der Breitensuche in einer Tabelle dar.

Inhalt der Warteschlange | aktueller Knoten | markierter Knoten
a
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Dabei entsteht folgender Baum:
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4. Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Wir definieren eine Relation ~ auf der Eckenmenge V
wie folgt: Fiir v,w € V gelte v ~ w, wenn es gerichtete Wege von v nach w und von w nach
v gibt. Man zeige, das ~ eine Aquivalenzrelation ist, deren Aquivalenzklassen genau die starke
Zusammenhangskomponenten von G sind.

Loésung: Wir miissen zunéchst zeigen, dass die Relation ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Ist v € V, so gibt es einen Weg der Linge 0 von v nach v. Damit gilt v ~ v. Sind v,w € V mit
v ~ w, so gibt Wege von v nach w und von w nach v. Damit gilt aber auch w ~ v.

Seien nun w,v,w € V mit u ~ v und v ~ w. Dann gibt es Wege vy, ..., v, von v nach v und
wo, - - -, Wy, von v nach w. Sei ¢ der kleinste Index in {0,...,n}, so dass v; auch unter den Knoten
wo, . . . , Wy ist. Dass es so ein ¢ gibt folgt aus der Tatsache, dass zumindest v,, = v unter den Knoten
Wo, ..., Wn, ist. Sei j € {0,...,m}, so dass v; = w; gilt. Dann ist v, ..., v;, Wjt1,..., Wy, ein Weg

von u nach w. Auf dieselbe Weise sieht, dass es auch einen Weg von w nach u gibt.

Sei nun K eine ~-Aquivalenzklasse. Dann ist der Graph H mit der Eckenmenge K und allen Kanten,
die es zwischen Knoten in K gibt, stark zusammenhéngend, da ja je zwei Knoten in K &dquivalent
sind und es daher zwischen je zwei Knoten in K Wege in beide Richtungen gibt. Vergrofiert man H
um mindestens eine weitere Ecke w, so ist der entstehende Graph nicht stark zusammenhéngend,
da w zu keiner Ecke v in K &quivalent ist und es damit nicht Wege in beide Richtungen zwischen
v und w gibt.

Sei umgekehrt H eine starke Zusammenhangskomponente von G. Dann gibt es Wege in beider
Richtungen zwischen je zwei Ecken von H. Damit sind die Ecken von H paarweise dquivalent. Ist
eine Ecke v zu einer Ecke w in H #quivalent, so kann man v und Wege (mit Kanten) von v nach
w und von w nach v zu H hinzunehmen und erhélt einen stark zusammenhédngenden Graphen, der
H umfasst. Da H aber maximal stark zusammenhéngend ist, liegt v bereits in H. Das zeigt, dass
die Menge der Ecken von H eine ~-Aquivalenzklasse ist.

5. Seien m € N und a,b € Z. Wir erinnern uns daran, dass das Produkt der Restklassen [a],, und

[b]m durch [a]n, - [b]m = [a - b],, definiert ist. Wir definieren [a]}, rekursiv fiir alle n € Ny durch
[al, := [Lm und [al5F =[]}, - [a]m.

Zeigen Sie, dass fiir alle n € N die Gleichung [a]?, = [a"],,, gilt.
Losung: Wir zeigen die Gleichung durch vollstdndige Induktion fiir alle n € Ny.

Induktionsanfang: Nach Definition ist [a]%), = [1],,. Es gilt also [a°],, = [1],, = [a]%,. Das zeigt
die Behauptung fiir n = 0.
Induktionsschritt: Sei n € Ny. Angenommen, es gilt [a]?, := [a"],,,. Wir zeigen [a] := [a"T],,,.

Nach Definition gilt ndmlich

[alr = laly, - [alm



