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B: Hausaufgaben zum 18. und 19. Dezember 2014

1. Sei n ≥ 2 eine eine natürliche Zahl. Der Graph H bestehe aus zwei Zusammenhangskomponenten
H1 und H2, wobei H1 ein Baum mit n Knoten ist; H2 sei ein vollständiger Graph mit 2n Knoten.
Der Graph G entstehe aus H dadurch, dass jeder Knoten von H1 mit jedem Knoten von H2 durch
eine Kante verbunden wird.

(a) Wie viele Kanten hat G?

(b) Zeigen Sie, dass G keine Eulersche Linie hat.

(c) Besitzt G einen Hamiltonschen Kreis?

Lösung: (a) Der Baum H1 hat n − 1 Kanten. Der vollständige Graph H2 hat
(
2n
2

)
= 2n(2n−1)

2 =
2n2 − n Kanten. Zwischen H1 und H2 gibt es n · 2n = 2n2 Kanten. Insgesamt hat G also 2n2 +
2n2 − n + n− 1 = 4n2 − 1 Kanten.

(b) Der Baum H1 hat einen Knoten v vom Grad 1 (wobei natürlich der Grad in H1 gemeint ist).
H2 hat 2n Knoten. Da v eine Kante zu jedem der 2n Knoten in H2 hat, hat v in G den Grad 2n+1,
also einen ungeraden Grad. Damit hat G keine Eulersche Linie.

(c) Sei v1, . . . , vn eine Aufzählung der Ecken von H1 und w1, . . . , w2n eine Aufzählung der Ecken
von H2. Dann ist v1, w1, w2, v2, w3, w4, v3, . . . , vn, w2n−1, w2n, v1 ein Hamiltonscher Kreis in G.

2. Man führe die Tiefensuche in dem folgenden ungerichteten Graphen durch, wobei der Knoten a als
Wurzel gewählt wird. Dabei soll für jeden Schritt der Inhalt des Stapels angegeben werden sowie
neue aktuelle Knoten und welcher Knoten markiert wird. In den Fällen, in denen man zwischen
verschiedenen Knoten eine Auswahl treffen muss, soll jeweils der Knoten gewählt werden, dessen
Bezeichnung im Alphabet zuerst kommt. Am Schluss zeichne man den Baum, der dabei entsteht.
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Lösung: Wir stellen den Ablauf der Tiefensuche in einer Tabelle dar.

Inhalt des Stapels aktueller Knoten markierter Knoten
a a a
ac c c
acb b b
acbd d d
acbdf f f
acbdfe e e
acbdf f -
acbdfg g g
acbdfgh h h
acbdfg g -
acbdf f -
acbd d -
acb b -
ac c -
a a -

Dabei entsteht folgender Baum:
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3. Wie Hausaufgabe 1, wobei aber die Breitensuche benutzt werden soll und jeweils der Inhalt der
Warteschlange angegeben wird.

Lösung: Wir stellen den Ablauf der Breitensuche in einer Tabelle dar.

Inhalt der Warteschlange aktueller Knoten markierter Knoten
a a a
ac a c
acd a d
acde a e
acdef a f
cdef c -
cdefb c b
defb d -
efb e -
fb f -
fbg f g
fbgh f h
bgh b -
gh g -
h h -



Dabei entsteht folgender Baum:
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4. Es sei G = (V,E) ein gerichteter Graph. Wir definieren eine Relation ∼ auf der Eckenmenge V
wie folgt: Für v, w ∈ V gelte v ∼ w, wenn es gerichtete Wege von v nach w und von w nach
v gibt. Man zeige, das ∼ eine Äquivalenzrelation ist, deren Äquivalenzklassen genau die starke
Zusammenhangskomponenten von G sind.

Lösung: Wir müssen zunächst zeigen, dass die Relation ∼ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Ist v ∈ V , so gibt es einen Weg der Länge 0 von v nach v. Damit gilt v ∼ v. Sind v, w ∈ V mit
v ∼ w, so gibt Wege von v nach w und von w nach v. Damit gilt aber auch w ∼ v.

Seien nun u, v, w ∈ V mit u ∼ v und v ∼ w. Dann gibt es Wege v0, . . . , vn von u nach v und
w0, . . . , wm von v nach w. Sei i der kleinste Index in {0, . . . , n}, so dass vi auch unter den Knoten
w0, . . . , wm ist. Dass es so ein i gibt folgt aus der Tatsache, dass zumindest vn = v unter den Knoten
w0, . . . , wm ist. Sei j ∈ {0, . . . ,m}, so dass vi = wj gilt. Dann ist v0, . . . , vi, wj+1, . . . , wm ein Weg
von u nach w. Auf dieselbe Weise sieht, dass es auch einen Weg von w nach u gibt.

Sei nun K eine ∼-Äquivalenzklasse. Dann ist der Graph H mit der Eckenmenge K und allen Kanten,
die es zwischen Knoten in K gibt, stark zusammenhängend, da ja je zwei Knoten in K äquivalent
sind und es daher zwischen je zwei Knoten in K Wege in beide Richtungen gibt. Vergrößert man H
um mindestens eine weitere Ecke w, so ist der entstehende Graph nicht stark zusammenhängend,
da w zu keiner Ecke v in K äquivalent ist und es damit nicht Wege in beide Richtungen zwischen
v und w gibt.

Sei umgekehrt H eine starke Zusammenhangskomponente von G. Dann gibt es Wege in beider
Richtungen zwischen je zwei Ecken von H. Damit sind die Ecken von H paarweise äquivalent. Ist
eine Ecke v zu einer Ecke w in H äquivalent, so kann man v und Wege (mit Kanten) von v nach
w und von w nach v zu H hinzunehmen und erhält einen stark zusammenhängenden Graphen, der
H umfasst. Da H aber maximal stark zusammenhängend ist, liegt v bereits in H. Das zeigt, dass
die Menge der Ecken von H eine ∼-Äquivalenzklasse ist.

5. Seien m ∈ N und a, b ∈ Z. Wir erinnern uns daran, dass das Produkt der Restklassen [a]m und
[b]m durch [a]m · [b]m := [a · b]m definiert ist. Wir definieren [a]nm rekursiv für alle n ∈ N0 durch
[a]0m := [1]m und [a]n+1

m := [a]nm · [a]m.

Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N die Gleichung [a]nm = [an]m gilt.

Lösung: Wir zeigen die Gleichung durch vollständige Induktion für alle n ∈ N0.

Induktionsanfang: Nach Definition ist [a]0m = [1]m. Es gilt also [a0]m = [1]m = [a]0m. Das zeigt
die Behauptung für n = 0.

Induktionsschritt: Sei n ∈ N0. Angenommen, es gilt [a]nm := [an]m. Wir zeigen [a]n+1
m := [an+1]m.

Nach Definition gilt nämlich

[a]n+1
m = [a]nm · [a]m

I.A.
= [an]m · [a]m = [an · a]m = [an+1]m.


