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1. Sei G ein vollständiger Graph mit 10 Knoten. Wie viele Kreise der Länge 4 hat G?

Lösung: V (G) hat
(
10
4

)
= 210 4-elementige Teilmengen. Ist eine 4-elementige Menge {v1, . . . , v4} von

Ecken gegeben, so erhält man einen Weg der Länge 4, indem man vom vollständigen Graphen auf
der Menge {v1, . . . , v4} zwei Kanten weglässt, und zwar zwei Kanten, deren Eckenmengen disjunkt
sind. Wenn man die erste Kante, die weggelassen werden soll, gewählt hat, ist die zweite Kante
bereits eindeutig bestimmt. Eine der beiden Kante, die weggelassen werden, hat die Ecke v1. Für
den zweiten Endpunkt dieser Kante gibt es drei Möglichkeiten.

D.h., dass es auf den Ecken {v1, . . . , v4} genau drei verschiedene Kreise der Länge 4 gibt. Damit
enthält G genau 630 Kreise der Länge 4.

2. Wie viele paarweise nicht isomorphe Graphen mit 4 Ecken gibt es?

Hinweis: Man erinnere sich daran, dass zwei Graphen genau dann isomorph sind, wenn ihre Komple-
mente isomorph sind. Diese Bemerkung reduziert deutlich die Anzahl der Fälle, die man betrachten
muss.

Lösung: Auf vier Ecken gibt es nur einen Graphen ohne Kanten. Bis auf Isomorphie gibt es auch
nur einen Graphen mit einer Kante. Bis auf Isomorphie gibt es zwei Graphen mit vier Ecken und
zwei Kanten: Zwei Kanten mit einer gemeinsamen Ecke und ein weiterer Knoten sowie zwei Kanten
ohne gemeinsame Ecke. Also gibt es bis auf Isomorphie 4 Graphen mit vier Ecken und höchstens 2
Kanten.

Für drei Kanten gibt es folgende Möglichkeiten: die drei Kanten gehen alle von einer gemeinsamen
Ecke aus, die drei Kanten bilden einen Weg der Länge 3 oder die 3 Kanten bilden ein Dreieck und
die vierte Ecke berührt keine Kante. Also gibt es bis auf Isomorphie 3 Graphen mit vier Ecken und
3 Kanten.

Ein vollständiger Graph mit vier Ecken hat 6 Kanten. Ein Graph auf vier Ecken mit 4 oder mehr
Kanten ist das Komplement eines Graphen mit 2 oder weniger Kanten. Zwei Graphen sind genau
dann isomorph, wenn ihre Komplemente isomorph sind. Damit gibt es bis auf Isomorphie 4 Graphen
mit 4 Ecken und 4 oder mehr Kanten.

Also gibt es insgesamt 11 paarweise nicht isomorphe Graphen mit 4 Ecken.

3. Man gebe zwei nicht isomorphe Graphen mit der Gradfolge (3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2) an.

Lösung: Die beiden folgenden Graphen sind nicht isomorph und haben die angegebene Gradfolge.



4. Zeigen Sie, dass ein zusammenhängender Graph genau dann eine Eulersche Linie hat, wenn er eine
Vereinigung von geschlossenen Kantenzügen ist, deren Kantenmengen disjunkt sind.

Hinweis: Man erinnere sich an die Charakterisierung von zusammenhängenden Multigraphen mit
Eulerschen Linien (Satz 5.32 im Skript).

Lösung: SeiG ein zusammenhängender Graph. Eine Eulersche Linie inG ist selbst ein geschlossener
Kantenzug, der alle Ecken und Kanten von G enthält.

Ist umgekehrt G Vereinigung von geschlossenen Kantenzügen mit disjunkten Kantenmengen, so hat
jeder Knoten in G einen geraden Grad. Damit hat G eine Eulersche Linie.

5. Wir wollen Graphen in Eulersche Graphen verwandeln, also in Graphen (nicht Multigraphen!), die
eine Eulersche Linie haben.

(a) Beweisen oder widerlegen Sie: Jeder Graph lässt sich durch Hinzufügen neuer Kanten zu einem
Eulerschen Graphen machen.

(b) Zeigen Sie, dass man jeden Graphen zu einem Eulerschen Graphen machen kann, indem man
eine neue Ecke hinzufügt und dann Kanten zwischen der neuen Ecke und gewissen alten Ecken.
Dabei ist es auch erlaubt, keine neue Kante einzuführen.

Hinweis: Man erinnere sich an den Satz über die Anzahl der Knoten von ungeradem Grad in
einem Graphen.

Lösung: (a) Sei G = K4, ein vollständiger Graph mit 4 Ecken. Jeder Knoten in K4 hat Grad 3.
Nach Satz 5.32 hat K4 keine Eulersche Linie. Es lässt sich aber auch keine Kante hinzufügen.

(b) Falls G nicht zusammenhängend ist, kann es Probleme geben. Sei nämlich G nicht zusam-
menhängend und habe jeder Knoten in G einen geraden Grad. Fügt man nun einen neuen Knoten
hinzu und Kanten von dem neuen Knoten zu mindestens einem neuen Knoten, so erhält man Knoten
von ungeradem Grad. Fügt man keine neuen Kanten hinzu, bleibt der Graph unzusammenhängend.

Wenn G schon eine Eulersche Linie hat, dann können wir auch keinen neuen Knoten hinzufügen:
Entweder wir fügen keine neue Kante hinzu und der entstehende Graph ist nicht zusammenhängend
oder wir fügen eine neue Kante hinzu und erzeugen einen Ecke von ungeradem Grad.

Wenn aber G zusammenhängend ist und nicht schon eine Eulersche Linie hat, dann können wir
tatsächlich einen neuen Knoten und Kanten zu dem neuen Knoten so hinzufügen, dass ein Graph
mit einer Eulersche Linie entsteht. Das sieht man wie folgt:

Nach Korollar 5.18 ist die Anzahl der Knoten von G mit ungeradem Grad eine gerade Zahl m. Fügt
man zu G einen neuen Knoten hinzu und Kanten von dem neuen Knoten zu jedem Knoten mit
ungeradem Grad, so hat der neue Knoten den geraden Grad m, und der Grad der alten Knoten von
ungeradem Grad erhöht sich jeweils um 1. Also haben in dem neuen Graphen alle Knoten geraden
Grad. Da der neue Graph auch zusammenhängend ist, hat er auch eine Eulersche Linie.


