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B: Hausaufgaben zum 4. und 5. Dezember 2014
1. Sei f: A — B eine Funktion, Ay, Ay C A und By, By C B. Zeigen Sie:
(a) fTHB1UBs] = f71[B1]U f1[By]
(b) fIf Bl € By
Lésung. (a) Sei a € f~1[B; U By]. Dann gilt f(a) € By U By. Also ist f(a) € By oder f(a) € Ba.
Damit gilt a € f~1[B;] oder a € f~![Bs]. Das zeigt a € f~1[B1]U f~1[Bz]. Also gilt f~1[B1UB,] C
B U fHBy).

Sei nun a € f~1[B;] U f~1[Bs]. Dann ist f(a) € By oder f(a) € By. Also gilt f(a) € By U By und
damit a € fﬁl[Bl n BQ] Es fOlgt fﬁl[Bl] @] fﬁl[BQ] - fﬁl[Bl N BQ}

(b) Sei b € f[f![B1]]. Dann existiert a € f~1[B;] mit f(a) = b. Wegen a € f~1[B] gilt b = f(a) €
By. Das zeigt f[f~![B1]] C Bs.

2. Wir suchen Beispiele dafiir, dass in Satz 4.25 aus dem Skript in (1), (5) und (6) tatséchlich nicht
die Gleichheit gelten muss.

(a) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f : A — B und von Mengen Ay, A C A mit f[4;NAs] #
fIAL N fAz].

(b) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f : A — B und einer Menge A; C A mit f~![f[A;]] # A;
(c) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f : A — B und einer Menge By C B mit f[f~[B1]] # B1
Losung. (a) Sei A = {1,2}, A; = {1}, A2 = {2}, B=B; = {1} und f(1) = f(2) = 1. Dann ist
A1 N Ay =0 und damit f[A; N Ag] =0, aber f[A1] N f[As] = {1}.
(b) Seien f, A und A; wie in der Lésung zu (a). Dann gilt f~1[f[A1]] = f71[{1}] = {1,2} # A;1.
(c) Sei A =B ={1,2}. Sei f(1) = f(2) =1 und By = B. Dann ist f[f~}[B1]] = f[{1,2}] = {1} #
Bi.

3. Sind die folgenden Graphen isomorph?




Losung. Die Graphen sind nicht isomorph. Im ersten Graphen hat keiner der vier Knoten vom
Grad 4 einen Nachbarn, der auch den Grad vier hat. Jeder zu diesem Graphen isomorphe Graph
hat auch diese Eigenschaft. Im zweiten Graphen hat aber jeder Knoten vom Grad 4 einen Nachbarn,
der auch den Grad 4 hat. Also sind die zwei Graphen nicht isomorph.

4. Welche der folgenden Graphen sind isomorph?

Losung. Wenn man die Knoten mit derselben Bezeichnung aufeinander abbildet, erhélt man Iso-
morphismen zwischen den verschieden aussehenden Graphen.

5. Sei G ein vollstindiger Graph mit 10 Knoten.
(a) Wie viele Kanten hat G?

(b) Wie viele verschiedene Kreise der Linge 3 hat G?7
(c) Wie viele verschiedene Teilgraphen hat G, die isomorph zu dem folgenden Graphen sind?

Losung. (a) G hat

Kanten.

(b) Jede dreielementige Teilmenge von V(G) ist die Eckenmenge eines Kreises der Linge 3 in G.
Auf jeder dreielementigen Menge von Ecken gibt es auch nur einen Kreis. Also gibt es in G genau
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vierelementige Mengen von Ecken. Der abgebildete Graph ist ein vollstédndiger Graph mit vier
Ecken, bei dem eine beliebige Kante entfernt wurde. Da ein vollstdndiger Graph mit vier Ecken
genau (;1) = 6 Kanten hat, gibt es 6 Moglichkeiten eine Kante zu entfernen. Auf einer gegebenen
vierelementigen Menge gibt es also 6 verschiedene Graphen, die zu dem abgebildeten Graphen
isomorph sind.

Damit hat G genau 210 - 6 = 1260 Teilgraphen, die zu dem abgebildeten Graphen isomorph sind.



