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B: Hausaufgaben zum 27. und 28. November 2014
1. Essei A={a,b,c,d,e, f} und R = {(a,b), (b,c), (c,d), (b, f),(f,e)}.
(a) Veranschaulichen Sie R als gerichteten Graphen.

(b) Welche Paare miissen zu R mindestens hinzugefiigt, damit man eine Ordnungsrelation R* auf
A erhilt?

(c) Stellen Sie Rt durch ein Hasse-Diagramm dar.

(d) Machen Sie R durch Hinzufiigen moglichst weniger Paare zu einer Aquivalenzrelation und
geben Sie die Aquivalenzklassen an.

Losung. (a) Als gerichteter Graph kann die Relation wie folgt veranschaulicht werden.
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) Zunéchst machen wir R reflexiv. Dazu miissen wir die Paare (a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (e,e),

(b
(f, /) zu R hinzufiigen. Nun machen wir die Relation transitiv. Dazu miissen wir die Paare (a,¢),
(a, f), (b,d), (b,e), (a,d), (a,e) hinzufiigen.

(

¢) Als Hasse-Diagramm kann die Ordnungsrelation aus (b) wie folgt dargestellt werden:
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(d) Um die Relation zu einer Aquivalenzrelation zu machen, miissen wir sie unter anderem sym-
metrisch machen. In dem Diagram in (a) sieht man aber schnell Folgendes: Wenn man die Pfeile
vorwirts und riickwérts durchlaufen kann, kann man von jedem Knoten in dem gerichteten Gra-
phen zu jedem anderen laufen. Damit miissen alle Paare von Elementen von A zu der Relation
hinzugefiigt werden, um eine Aquivalenzrelation zu bilden. Diese Aquivalenzrelation hat dann nur
eine Aquivalenzklasse, ndmlich ganz A.

. Essei A ={a,b,c,d,e, f} und R = {(b,a), (a,d), (e, f)}

(a) Veranschaulichen Sie R als gerichteten Graphen.

(b) Welche Paare miissen zu R mindestens hinzugefiigt, damit man eine Ordnungsrelation R* auf
A erhélt?

(c) Stellen Sie Rt durch ein Hasse-Diagramm dar.

(d) Welche Paare miissen zu R hinzugefiigt werden, damit die Relation eine Aquivalenzrelation
wird? Geben Sie fiir die neue Aquivalenzrelation die Aquivalenzklassen an.

Losung. (a) Als gerichteter Graph kann die Relation wie folgt veranschaulicht werden.
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(b) (b) Zunichst machen wir R reflexiv. Dazu miissen wir die Paare (a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (e,e),
(f, f) zu R hinzufiigen. Nun machen wir die Relation transitiv. Dazu miissen wir nur das Paar (b, d)
zu der Relation hinzufiigen.

(c) Als Hasse-Diagramm kann die Ordnungsrelation aus (b) wie folgt dargestellt werden:
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(d) Um die Relation zu einer Aquivalenzrelation zu machen, miissen wir sie unter anderem sym-
metrisch machen. In dem Diagram in (a) sieht man aber schnell Folgendes: Wenn man die Pfeile
vorwérts und riickwérts durchlaufen kann, kann man von jedem Knoten in {a,b, f} jeden anderen
Knoten in {a, b, f} erreichen. Dasselbe gilt fiir die Menge {e, f}. Damit ist die kleinste Aquivalenz-
relation, die R umfasst die Relation

{a,b, [} U{e, F}? U{(c,0)}.
Die Aquivalenzklassen sind die Mengen {a, b, f}, {e, f} und {c}.

. Es sei A = {a,b,c,d}. Man gebe, wenn moglich, eine Relation T' mit (a,b), (¢,d) € R an, fiir die
gilt:

(a) R ist reflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv.

(b) R ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

(¢) R ist symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv.
Lésung. (a) Eine reflexive Relation auf A enthélt die Paare (a,a), (b,b), (¢, c) und (d, d). Wenn eine
symmetrische Relation auf A die Paare (a,b) und (c, d) enthilt, enthélt sie auch (b, a) und (d,c).
Allerdings ist die Relation {(a, a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (a,b), (¢,d)} transitiv. Fiigt man noch die Paare

(b,¢) und (¢, b) hinzu, erhiilt man eine reflexive, symmetrische Relation, die nicht transitiv ist, da
zum Beispiel das Paar (a,c) fehlt.

(b) Die Relation R = {(a,a), (b,b), (c,¢),(d,d), (a,b),(c,d)} ist reflexiv und transitiv, aber nicht
symmetrisch.

(c) Sei R eine Relation mit (a,b), (¢, d) € R, die symmetrisch und transitiv ist. Wegen der Symmetrie
gilt auch (b,a),(d,c) € R. Transitivitdt liefert nun (a,a), (b,d),(c,c),(d,d) € R. Damit ist die
Relation reflexiv.

. Auf der Menge A ={1,2,3,4,6,8,12,24} betrachten wir die Teilbarkeitsrelation
R ={(m,n):m,n € AAm|n}.
Geben Sie die Elemente von R explizit an und stellen Sie die Relation R sowohl als gerichteten

Graphen als auch durch ein Hasse-Diagramm dar.

Lésung. Teilbarkeitsrelation ist reflexiv. Damit enthélt R alle Paare (a,a) mit a € A. Aulerdem
teilt 1 alle ganzen Zahlen. Also enthilt R alle Paare (1,a) mit a € A. Die weiteren Elemente von R
sind (2,4), (2,6), (2,8), (2.12), (2,24), (3,6), (3,12), (3,24), (4,8), (4,12), (4,24), (6,12), (6,24),
(8,24), (12,24).

Als Hasse-Diagramm und als gerichteter Graph ldsst sich die Relation wie folgt darstellen:
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5. (a) Sei M = {1,2}. Auf der Menge P(M) betrachten wir die Relation C, also die Relation
{(X,V): X,Y e P(M)AX C Y},

Stellen Sie C auf P(M) als gerichteten Graphen und als Hasse-Diagramm dar.
(b) Essei M = {1,2,3}. Stellen Sie C auf P(M) als Hasse-Diagramm dar.

Losung. (a) Als Hasse-Diagramm und als gerichteter Graph ldsst die Relation C auf P({1,2}) wie
folgt darstellen:

{1,2}

{1} {2} 1 T2}

(b) Als Hasse-Diagramm lésst die Relation C auf P({1,2,3}) wie folgt darstellen:






