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B: Hausaufgaben zum 13. und 14. November 2014

1. Zeigen Sie, dass /6 irrational ist.

Losung. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass /6 rational ist. Dann lisst sich
V6 als gekiirzter Bruch = mit m,n € N schreiben. Es gilt dann 6 = %2 und damit 6n? = m?2. Nach
dem Satz iiber die eindeutige Darstellbarkeit ganzer Zahlen als Produkt von Primzahlen tauchen in
m? die Primfaktoren 2 und 3 auf. Dieselben Primfaktoren tauchen auch in m auf. Also ist m durch
6 teilbar. Also ist m? durch 36 teilbar. Damit ist n? durch 6 teilbar. Also tauchen die Primfaktoren
2 und 3 in n auf und n ist ebenfalls durch 6 teilbar. Es folgt, dass der Bruch 7 nicht gekiirzt ist,

im Widerspruch zu unserer Wahl von m und n. Also ist V/6 irrational. O
2. (a) Wahr oder falsch? (Kurze Begriindung!)
i. 177 = 18 (mod 5)
ii. 177 = —18 (mod 5)
iii. —123 = 33 (mod 13)
iv. 251 =51 (mod 2)
(b) Bestimmen Sie ggT(3213,234) mit dem euklidischen Algorithmus.
Lésung. (a) i. 177 mod 5 =2 und 18 mod 5 = 3. Also ist die Aussage falsch.
ii. 177 — (—18) = 195 ist durch 5 teilbar. Damit ist die Aussage wahr.
iii. =123 = —10-13+ 7 und 33 = 2 - 13 + 7. Damit ist die Aussage wahr.

iv. 251 ist durch 2 teilbar. Also gilt 2°! mod 2 = 0, wihrend 51 mod 2 = 0 ist. Also ist die Aussage
falsch.

(b) Wir wenden den euklidischen Algorithmus an.

3213 = 13-234+4171
234 = 1-171+63
171 = 2-63+45
63 = 1-45418
45 = 2-1849
18 = 2940

Der letzte von 0 verschiedene Rest in dieser Rechung ist 9, also ist ggT(3213,234) = 9.

3. (a) Sind die folgenden Regeln richtig oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort.
i. Aus a; |by; und ag | be folgt a; + az | by + bs.
ii. Aus a|by und a|bs folgt a|by + bs.
iii. Aus a|b; und a|bs folgt a|by — ba.



(b) Beweisen Sie Regel (5) in Satz 2.31 im Skript.
Lésung. (a) i. Diese Regel ist falsch. Es gilt 1|2 und 1|3, aber 1+ 1 = 2 teilt nicht 2+ 3 = 5.

ii. Diese Regel ist korrekt. Es gelte nidmlich a | b; und a | by. Dann existieren m,n € Z mit by = m-a
and by =n-a. Es folgt by +bo =m-a+mn-a=(m+mn)-a. Damit ist by + by durch a teilbar.

iii. Diese Regel ist korrekt. Es gelte ndmlich a | b; und a|be. Dann existieren m,n € Z mit by = m-a
and by =n-a. Es folgt by —bs =m-a—n-a=(m —n)-a. Damit ist b; — by durch «a teilbar.

(b) Es seien a,b,¢,d € Z und m € N. Wir zeigen

a=b(modm)Ac=d(modm)=a+c=b+d(modm).

Angenommen, es gilt a = b (mod m) und ¢ = d (mod m). Dann sind @ — b und ¢ — d durch m teilbar.
Da a — b und ¢ — d durch m teilbar sind, ist auch (a — b) + (¢ —d) = (a + ¢) — (b + d) durch m
teilbar. Das zeigt a + ¢ = b + d (mod m). O

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion
9:Q° = Q% (z,y) = (2% 2y® - 3z, (a? — 2)y)
injektiv ist.

(b) Ist die Funktion
h:Z 7%z (24+2,2—1)

surjektiv? Begriinden Sie Thre Antwort.

Lisung. (a) Seien (z0,%0), (z1,%1) € Q2. Angenommen, g(xg, o) = g(x1,y1). Dann gilt

L Toys = T1Yi
II. xoyg -39 = my?—3m
ML (a3-2)yy = (22— 2)yn.

Zieht man die Gleichung II. von I. ab, so erhélt man 3zg = 3z; und damit zy = ;. Nun wiirden
wir gerne die Gleichung III. durch (23 — 2) teilen. Dazu miissen wir aber wissen, dass (¥ — 2) # 0
ist. 22 — 2 = 0 gilt genau dann, wenn 2% = 2 gilt, also wenn x¢ = ++/2 ist. Nun ist v/2, und damit
auch —/2, aber irrational, wihrend der Definitionsbereich von g die Menge Q? ist. Das heifit, dass
xo nicht v/2 oder —v/2 sein kann. Also ist (22 —2) # 0.

Division von III. durch (23 — 2) = (22 — 2) liefert yo = y1. Also gilt (z0,y0) = (71,y1). Das zeigt,
dass g injektiv ist.

(b) Die Funktion h ist nicht surjektiv, da zum Beispiel der Punkt (0,0) nicht im Bild von h liegt.
Angenommen, es gibt ein z € Z mit g(z) = (0,0). Dann gilt z4+2 =0 und z—1 = 0. Aus der ersten
Gleichung folgt z = —2 und aus der zweiten z = 1. Ein Widerspruch.

Das zeigt, dass h nicht surjektiv ist. O

. Zeigen Sie mit Hilfe von vollstédndiger Induktion, dass jede n-elementige Menge genau 2™ Teilmengen
hat.

Losung. Zunéchst stellen wir fest, dass alle n-elementigen Mengen dieselbe Anzahl von Teilmengen
hat. Also konnen wir die n-elementige Menge {1,...,n} betrachten. Wenn n = 0 ist, so meinen
wir mit {1,...,n} die leere Menge. Sei A(n) die Aussageform ,,die Menge {1,...,n} hat genau 2"
Teilmengen“. Wir zeigen A(n) fiir alle n € Ny.

Induktionsanfang: Die leere Menge hat genau eine Teilmenge, ndmlich die leere Menge selbst. Es
ist 20 = 1 und damit gilt A(0).

Induktionsschritt: Sei n € Ny. Wir nehmen an, dass {1,...,n} genau 2" Teilmengen hat. Wir
zéhlen die Teilmengen von {1,...,n + 1}. Alle Teilmengen von {1,...,n} sind auch Teilmengen
von {1,...,n + 1}, die aber nicht das Element n + 1 haben. Umgekehrt ist jede Teilmenge von



{1,...,n+ 1}, die nicht n + 1 enthélt, eine Teilmenge von {1,...,n}. {1,...,n+ 1} hat also genau
2™ Teilmengen, die nicht n + 1 enthalten.

Die Teilmengen von {1,...,n + 1}, die n + 1 enthalten, sind alle die Vereinigung einer Teilmenge
von {1,...,n} mit {n + 1}. Das liefert eine Bijektion zwischen der Menge der Teilmengen von
{1,...,n+ 1}, die n + 1 enthalten, und der Potenzmenge von {1,...,n}. Damit hat {1,...,n+ 1}
genau 2™ Teilmengen, die n + 1 enthalten.

Insgesamt hat {1,...,n + 1} also genau 2" + 2" = 27! Teilmengen. Das beendet den Induktions-
schritt.



