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B: Hausaufgaben zum 30. und 31. Oktober 2014

1. (a) Sei A={1,2,3} und B = {a,b}.

i. Gibt es eine injektive Funktion f : A — B, die nicht surjektiv ist?
ii. Gibt es eine surjektive Funktion g : A — B, die nicht injektiv ist?

iii. Gibt es eine Bijektion h: A — B?

Falls die gesuchten Funktionen existieren, so gebe man sie zum Beispiel in Form eines Pfeil-

diagramms oder in Form einer Tabelle an. Falls eine der Funktionen nicht existiert, so gebe

man ein kurzes Argument dafiir an.

(b) Wie a) fur A ={1,2,3} und B = {a,b, c}.
(c) Wie a) und b) fiir A ={1,2,3} und B = {a,b,c,d}.
Lésung. (a) Da A mehr Elemente als B hat, gibt es iiberhaupt keine injektive Funktion von A nach

B. Insbesondere gibt es auch keine Bijektion. Die Funktion f : A — B mit f(1) = f(2) = a und
f(3) = b ist surjektiv aber nicht injektiv.

(b) Jede injektive Funktion von A nach B trifft 3 verschiedene Elemente von B und ist damit
auch surjektiv. Ist f : A — B surjektiv, so miissen 1,2,3 von f auf verschiedene Elemente von
B abgebildet werden. Damit muss f auch injektiv sein. Die durch f(1) = a, f(2) = b, f(3) = ¢
definierte Abbildung von A nach B ist injektiv.

(c) Da B mehr Elemente als A hat, gibt es keine surjektive Funktion von A nach B. Inbesondere gibt
es keine Bijektion zwischen A und B. Die durch f(1) = a, f(2) = b, f(3) = ¢ definierte Funktion
ist injektiv, aber nicht surjektiv.

2. Betrachte die folgenden drei Funktionen von den ganzen Zahlen in die ganzen Zahlen:
(a) f:Z—Z;nw— 2n
(b) 9g:Z—Z;n—2n+5
() h:Z — Zin+—n?+5

Entscheiden Sie, ob die Funktionen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind, und beweisen Sie, dass
Thre Entscheidung jeweils korrekt ist.

Lésung. (a) Die Funktion ist injektiv, da aus f(n) = f(m) sofort 2n = 2m und damit n = m folgt.
Sie ist jedoch nicht surjektiv, da zum Beispiel 1 nicht im Bild von f enthalten ist. Das Bild von f
enthélt ndmlich nur gerade Zahlen. Damit ist f auch nicht bijektiv.

(b) Die Funktion ist injektiv, da aus g(n) = g(m) sofort 2n 4+ 5 = 2m + 5 und damit n = m folgt.
Sie ist jedoch nicht surjektiv, denn wenn es ein n € Z mit f(n) = k, dann ist £k = 2n + 5 und damit
k —5 = 2n gerade. Fiir k = 6 ist Kk — 5 = 1 ungerade. Also ist 6 nicht im Bild von g. Damit ist g
auch nicht bijektiv.

(c) Die Funktion h ist nicht injektiv, da zum Beispiel h(1) = 6 = h(—1) gilt. h ist auch nicht
surjektiv, da im Bild von A nur positive Zahlen liegen.



3. Wie 2., aber fiir die folgenden Funktionen:

(@) f:Z —7ZxZ;mw— (m?—5,(m—2)?%)

(b) g:Z xZ — Z;(n,m) — 3m? —n

(¢) h:ZXZ—7ZxZ;(m,n)— (3m—n,—3m+n)

Lésung. (a) Die Funktion f ist nicht surjektiv, da die zweite Komponente von f(m) immer positiv
ist. Damit kann f auch nicht bijektiv sein. Die Funktion ist aber injektiv. Seien ndmlich m,n € Z
mit f(m) = f(n). Dann ist m? — 5 =n? — 5 und (m — 2)? = (n — 2)2. Es folgt m? = n? und damit
m = n oder m = —n.

Im zweiten Falle ist dann (m — 2)? = (—m — 2)? und damit (m — 2)? = (m + 2)2. Die Losung
m — 2 =m+ 2 dieser Gleichung ist unmoéglich. Also gilt m — 2 = —m — 2. Das geht aber nur, wenn
m = 0 ist. In diesem Falle gilt aber auch n = 0.

In jedem Falle ergibt sich m = n, was die Injektivitit von f zeigt.

(b) Die Funktion g ist surjektiv. Sei niimlich ¢ € Z. Wihlt man m = 0 und n = —a, so ist
g(n,m) =3-0% — (—a) = a. Damit wird jedes a € Z von g getroffen.

g ist aber nicht injektiv. Zum Beispiel ist g(0,—1) = 3 = ¢g(0,1). Damit ist g auch nicht bijektiv.
(c) Fiir alle m,n € Z ist die erste Komponente von h(m,n) genau das —1-fache der zweiten Kom-
ponente. Damit ist zum Beispiel (1, 1) nicht im Bild von h. Also ist h nicht surjektiv und damit
auch nicht bijektiv. Auerdem ist £(0,0) = 0 = h(1,3). Damit ist » auch nicht injektiv.

4. Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die Gleichung

n

D @i-1)=n?

i=1
gilt.
Lésung. Sei A(n) die Aussageform Y ., (2i — 1) = n?.
Induktionsanfang: A(1) gilt.
Es ist niimlich Y;_,(2i —1) =1 =12,
Induktionsschritt: Fiir alle n € N gilt: A(n) = A(n+1).

Wir nehmen an, dass fiir ein gewisses n € N A(n) gilt (Induktionsannahme). Nun ist

n+1 n
Si-1) =@ -1 +2n+1)~1'E 0?4 2n+2—1=n? 4 2n 41 ORI () 4 y2,
=1 =1

Das zeigt A(n + 1).
Nach dem Prizip der vollstindiger Induktion gilt also A(n) fiir alle n € N.

5. Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt die Ungleichung n? < 2"? Stellen Sie eine Vermutung auf und
beweisen sie diese mit Hilfe vollstédndiger Induktion.

Lésung. Die ersten fiinf Werte von n? lauten 1,4,9,16,25. Die ersten fiinf Werte von 2" lauten
2,4,8,16, 32.

Vermutung: Die Ungleichung n? < 2" gilt fiir n = 1 und fiir alle n > 5.

Mittels vollsténdiger Induktion zeigen wir n? < 2" fiir alle n > 5. Den Induktionsanfang, also dass
die Ungleichung fiir n = 5 gilt, haben wir oben schon eingesehen.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass n? < 2" fiir ein gewisses n > 5 gilt. Wir zeigen
(n+1)% < 2"+ Es gilt

2 _ 2 LA o
n+1)*=n"+2n+1 < 2" 4+2n+ 1.



Wir wiirden nun diese Abschétzung gerne durch
2" 4+ 2n+1<2" 2" =27t

fortsetzen und wéren dann auch fertig. Dazu miissten wir aber wissen, dass 2n + 1 < 2" gilt. Diese
Ungleichung gilt aber fiir alle n > 3, wie in der Vorlesung gezeigt wurde. Da wir angenommen
haben, dass n mindestens 5 ist, konnen wir diese Ungleichung hier benutzen. Das beendet den
Induktionsschritt und wir haben n? < 2" fiir alle n > 5 nachgewiesen.



