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A: Präsenzaufgaben am 22. und 23. Januar 2015

1. Gegeben seien die Polynome p = X3 + 4X2 + 3X − 4 und q = X2 − 2X + 1.

(a) Interpretieren Sie p und q als Polynome über Q und berechnen Sie das Produkt p · q.

(b) Interpretieren Sie p und q als Polynome über Z5 und berechnen Sie das Produkt p · q.

Lösung: (a) Wir rechnen über Q. Es gilt

p · q = X5 + 2X4 − 4X3 − 6X2 + 11X − 4.

(b) Über Z5 gilt
p · q = X5 + 2X4 + X3 + 4X2 + X + 1.

2. Sei K ein Körper. Ein Polynom p ∈ K[X] ist irreduzibel, wenn sich p nicht als Produkt von zwei
Polynomen mit echt kleinerem Grad schreiben lässt.

Zeigen Sie, dass das Polynom X2 + X + 1 über Z2 irreduzibel ist.

Hinweis: Über Z2 kann man einfach alle Möglichkeiten ausprobieren!

Lösung: Ist X2 + X + 1 = p · q, wobei p und q einen Grad echt kleiner als 2 haben, so muss der
Grad von p und q jeweils genau 1 sein. Es gibt über Z2 genau zwei Polynome vom Grad 1, nämlich
X und X + 1. Es gilt X ·X = X2, X · (X + 1) = X2 +X und (X + 1) · (X + 1) = X2 + 1. Es folgt,
dass X2 + X + 1 irreduzibel ist.

3. Sei K ein Körper und p ein normiertes Polynom in K[X]. Angenommen, es gilt p = q · r. Zeigen
Sie, dass es normierte Polynome q und r in K[X] gibt, die denselben Grad wie q und r haben und
für die p = q · r gilt.

Lösung: Sei a der Leitkoeffizient von q und b der von r. Dann ist der Leitkoeffizient von p = q · r
genau a · b. Da p normiert ist, gilt a · b = 1. Setze q = a−1q und r = b−1r. Dann sind q und r
normiert und es gilt

q · r = a−1b−1qr = (ab)−1qr = 1−1qr = qr = p.

B: Hausaufgaben zum 29. und 30. Januar 2015 (Diese Hausaufgaben sind freiwillig. Wer
noch Punkte bei den Hausaufgaben benötigt, hat mit diesen Aufgabe die Möglichkeit, die
Punkte noch zu erreichen.)

1. Sei K ein Körper. Rechnen Sie nach, dass K[X] die Distributivgesetze erfüllt.

Lösung: Da die Multiplikation in K[X] das Kommutativgesetz erfüllt, brauchen wir nur ein Dis-
tributivgesetz nachzurechnen. Seien p, q, r ∈ K[X] und n ∈ N0. Wir bezeichnen die Koeffizienten
von p mit ai, die von q mit bi und die von r mit ci. Wir bestimmen den Koeffizienten von Xn in
(p + q) · r.



Dieser Koeffizient lautet

n∑
i=0

(ai + bi)cn−i =

n∑
i=0

aicn−i +

n∑
i=0

bicn−i.

Auf der rechten Seite der Gleichung steht aber genau der Koeffizient von Xn in pr+ qr. Da das für
alle Koeffizienten gilt, ist (p + q)r = pr + qr.

2. Seien R uns S zwei Ringe. Wir definieren zwei Operationen + und · auf der Menge R × S. Für
(a, b), (c, d) ∈ R× S sei

(a, b) + (c, d) := (a + c, b + d)

und
(a, b) · (c, d) := (a · c, b · d).

Zeigen Sie, dass R× S mit diesen Operationen ein Ring ist.

Lösung: Einfaches Nachrechnen.

3. Die Operationen + und · auf Z2 × Z2 seien definiert wie in Hausaufgabe 2. Bestimmen Sie die
Einheitengruppe von Z2 × Z2. Ist Z2 × Z2 ein Körper?

Lösung: Das Paar (0, 0) ist das neutrale Element der Addition. Wir schreiben dafür einfach 0.
Angenommen, a ∈ Z2 × Z2 ist bezüglich · invertierbar. Dann folgt aus ab = 0 sofort b = 0. Es gilt
aber (0, 1) · (1, 0) = 0. Damit ist weder (0, 1) noch (1, 0) invertierbar. 0 ist in einem Körper nie
invertierbar. Also gilt E(Z2 × Z2) = {(1, 1)}.

4. Sei p := X2 + 1.

(a) Schreiben Sie das Polynom p über Z2 als Produkt zweier Polynome von echt kleinerem Grad.

(b) Sei wieder p := X2 + 1. Zeigen Sie, dass p über Z3 irreduzibel ist.

Lösung: (a) Über Z2 gilt
X2 + 1 = (X + 1)(X + 1).

(b) Ist p = q · r, wobei q und r echt kleineren Grad als p haben, so müssen q und r den Grad
1 haben. Außerdem können wir annehmen, dass q und r normiert sind. Es gibt nur 3 normierte
Polynome vom Grad 1 über Z3:

X + 0 = X, X + 1, X + 2

In allen Produkten mit X ist der Koeffizient von X0 null. Damit kann p nur ein Produkt von
Polynomen aus der Menge {X + 1, X + 2} sein. Wir bestimmen diese Produkte:

(X + 1)2 = X2 + 2X + 1

(X + 2)2 = X2 + X + 1

(X + 1)(X + 2) = X2 + 2

Das Polynom p ist nicht unter diesen Produkten und damit irreduzibel.

5. Sei K ein Körper. Zeigen Sie, dass die Einheitengruppe von K[X] genau aus den von 0 verschiedenen
konstanten Polynomen besteht.

Lösung: Es ist klar, dass das konstante Polynom 1 das neutrale Element bezüglich · ist. 0 ist nicht
invertierbar, da für jedes Polynom p die Gleichung 0p = 0 gilt. Jedes von 0 verschiedene konstante
Polynom ist ein Element a von K und hat das Inverse a−1.

Ist p ∈ K[X] nicht konstant, so hat p mindestens den Grad 1. Ist q ein beliebiges anderes Polynom,
so hat pq entweder den Grad −∞, nämlich wenn q = 0 ist, oder mindestens den Grad 1. Damit
kann pq nicht 1 sein. Also gilt E(K[X]) = K \ {0}.


