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A: Prasenzaufgaben am 15. und 16. Januar 2015
1. Wir betrachten die Gruppe (Za4, +).
(a) Geben Sie die Untergruppe an, die von dem Element [4]24 erzeugt wird.
(b) Bestimmen Sie die Links- und Rechtsnebenklassen von ([4]a4).

)
(c) Geben Sie die Untergruppe an, die von dem Element [3]24 erzeugt wird.
)

(d) Bestimmen Sie die Links- und Rechtsnebenklassen von ([3]24).

Losung: (a) [4]24 erzeugt die Untergruppe
([4l24) = {[0]24, [4]24, [8]24, [12]24, [16]24, [20]24 }.

(b) Da Zs4 abelsch ist, stimmen die Linksnebenklassen mit den Rechtsnebenklassen iiberein. Die
Untergruppe U := ([4]24) hat die Nebenklassen [0]24 + U = U,

(L2a + U = {[1]24, [5]24, [9]24, [13]24, [17]24, [21]24},
224 + U = {[2]24, [6]24, [10]24, [14]24, [18]24, [22]24 }

und
[38]2a + U = {[3]24, [T]24, [11]24, [15]24, [19]24, [23]24}.
(c) Es gilt
([3]24) = {[0]24, [3]24; [6]24, [9]24; [12]24, [15]24, [18]24, [21]24}.

(d) Die Nebenklassen von V' = ([3]a4) sind [0]24 +V =V,

(124 +V = {[1]24, [4]24, [7]24, [10]24, [13]24, [16]24, [19]24, [22]24 }

und
2l2a +V = {[2]24, [5]24, [8l24, [11]24, [14]24, [17]24, [20]24, [23]24}-
2. Wir betrachten die Einheitengruppe (Z%,-) von Z;. Bestimmen Sie die von dem Element [6]; er-
zeugte Untergruppe und berechnen Sie die Links- und Rechtnebenklassen von ([6]7).

Losung: Da 7 eine Primzahl ist, sind alle natiirlichen Zahlen < 7 zu 7 teilerfremd. Also gilt

Zz = {[1]7,[2]7, [3]7, [4]7, [5]7, [6]7}.

Wir berechnen die Potenzen von [6];. Es gilt [6]2 = [36]; = [1];. Damit hat [6]; die Ordnung 2 und
die von [6]7 erzeugte Untergruppe ist U = {[1]7, [6]7}. Wieder fallen Links- und Rechtsnebenklassen
zusammen.

Die Nebenklassen sind [1]7-U = U, [2];-U = {[2]7,[12]7} = {[2+, [5]-} und [3]7 - U = {[3]7, [18]7} =
{37, [4]7}-



3. Schreiben Sie die Permutation
1 2 3 4 5
4 5 1 3 2
als Produkt disjunkter Zyklen und als Produkt von Transpositionen.

Loésung: Es gilt

(411 g ? ;,L 2):<143><25>=<14><43><25>.

B: Hausaufgaben zum 15. und 16. Januar 2015

(1 2 3 4 5 6 7
T3 6 417 5 2
als Produkt disjunkter Zyklen und auf zwei verschiedene Weisen als Produkt von Transpositionen.
Ist 7 eine gerade Permutation oder eine ungerade?
Lésung: Es gilt 7(1) = 3, 72(1) = 4 und 73(1) = 1. Damit ist einer der Zyklen, die in der
Zyklenzerlegung von 7 auftreten, (134). Weiter gilt 7(2) = 6, 7%(2) = 5, 73(2) = 7 und 7(2) = 2.
Damit ist (2657) ein weiterer Zyklus in der Zyklenyerlegung von w. Also gilt

1. Schreiben Sie die Permutation

7 = (134)(2657).
Es ist (134) = (13)(34) und (2657) = (26)(65)(57). Damit gilt
m = (13)(34)(26)(65)(57).

Also ist 7 ungerade. Der Zyklus (134) ldsst sich auch als (341) schreiben und es gilt (341) = (34)(41).
Damit lasst sich 7 auch als
(34)(41)(26)(65)(57)

schreiben. Wir koénnen aber auch
m = (2657)(134) = (26)(65)(57)(13)(34)
schreiben.

2. Bestimmen Sie alle Untergruppen der Gruppe (Zg, +) und berechnen Sie deren Nebenklassen.

Losung: Zuniichst stellen wir fest, dass Zg abelsch ist. Daher Stimmen die Linksnebenklassen mit
den Rechtsnebenklassen iiberein. Zg hat die Ordnung 8. Nach dem Satz von Lagrange konnen
Untergruppen von Zg nur die Ordnungen 1, 2, 4 und 8 haben. Auflerdem ist Zg zyklisch. Also sind
auch alle Untergruppen von Zg zyklisch. Wir berechnen die Ordnungen der Elemente von Zg.

[0]s hat die Ordnung 1 und erzeugt damit die einelementige Untergruppe {[0]s}. Die Nebenklassen
dieser Untergruppe sind genau die einelementige Teilmengen von Zg. Die Elemente [1]s, [3]s, [5]s
und [7]s haben die Ordnung 8 und erzeugen damit jeweils die ganze Gruppe Zs. Zg ist die ein-
zige Nebenklasse dieser Untergruppe. Die Elemente [2]g und [6]s haben beide die Ordnung 4 und
erzeugen jeweils die Untergruppe {[0]s, [2]s, [4]s,[6]s}. Die Nebenklassen dieser Untergruppe sind
die Untergruppe selber und ihr Komplement {[1]s, [3]s, [0]s, [7]s}. Das Element [4]s hat schlieBlich
die Ordnung 2 und erzeugt die Untergruppe U = {[0]s, [4]s}. Die Nebenklassen dieser Untergrup-
pe sind die Mengen [0]s + U = {[0]s, [4]s}, [ls + U = {[1]s, [5ls}, [2]s + U = {[2]s,[6]s} und
[8]s + U = {[3]s, [7]s}

3. Bestimmen Sie alle Untergruppen der Einheitengruppe (Zg, -).
Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst die Ordnungen der Elemente von Zg.

Losung: Die Einheiten von Zg sind genau die Restklassen von 1, 2, 4, 5, 7 und 8. Sei a := [2].
Dann ist a2 = [4]97 a3 = [8]9 = [71]97 a4 = [72}9 = [7]9, CL5 = [74]9 = [5]9 und CL6 = [78]9 [1]9



Damit ist Z§ zyklisch und wird von [2]g erzeugt. Also ist Z§ zu (Zg, +) isomorph, und zwar mittels
eines Isomorphismus, der [2]g auf [1]g abbildet. Damit ist auch klar, welche Ordnungen die Elemente
von Zg haben:

[1]o hat die Ordnung 1, a® = [8]¢ die Ordnung 2, a® = [4]g und a* = [7]y die Ordnung 3 und
a = [2]g und ° = [5]g die Ordnung 6. Da Z{ die Ordnung 6 hat, kénnen Untergruppen von Zg nur
die Ordnungen 1, 2, 3 und 6 haben. Diese Untergruppen sind alle zyklisch.

Es gibt nur eine Untergruppe der Ordnung 1, némlich Z§ selbst. Es gibt auch nur eine Untergruppe
der Ordnung 1, ndmlich {[1]o}. Eine Untergruppe der Ordnung 2 wird von einem Element der
Ordnung 2 erzeugt. Damit ist {[1], [8]¢} die einzige Untergruppe der Ordnung 2.

Das Element a? = [4]g erzeugt die Untergruppe {[1]o, [4]9, [7]o}, die auch von [7]g erzeugt wird. Also
ist {[1]9, [4]o, [7]o} die einzige Untergruppe der Ordnung 3.

. Wir betrachten die Gruppe S3 aller Permutationen der Menge {1, 2,3}. Die Menge

U= {id{1,273}7 (12)}

ist eine Untergruppe von Ss. Bestimmen Sie die Links- und Rechtsnebenklassen von U in Ss.

Losung: Es gilt idy .9y U = U, (13)U = {(13), (13)(12)} = {(13), (312)} sowie (23)U = {(23), (23)(12))}

{(23), (321)}. Das sind die drei Rechtsnebenklassen von U.
Weiter ist Uidy; 2.3y = U, U(13) = {(13), (12)(13)} = {(13), (213)} sowie U(23) = {(23), (12)(23)} =
{(23), (123)}.

. Zeigen Sie, dass es genau zwei Gruppen der Ordnung 4 gibt, die nicht isomorph sind.

Hinweis: Wir kennen eine Gruppe der Ordnung 4, ndmlich die zyklische Gruppe (Z4, +). Es ist zu
zeigen, dass es genau eine andere Gruppe der Ordnung 4 gibt. Sei G = {1, a,b,c} eine Gruppe der
Ordnung 4. Man zeige, dass durch die Annahme, dass G nicht zyklisch ist, bereits die Ordnungen
der Elemente a, b und c eindeutig bestimmt sind. Dazu benutze man den Satz von Lagrange im
Skript. Schliefllich zeige man, dass sich daraus bereits die Gruppentafel von G ergibt.

Losung: Sei G eine Gruppe der Ordnung 4, die nicht zyklisch ist. Dann enthélt G kein Element
der Ordnung 4. 1 ist das einzige Gruppenelement der Ordnung 1. Nach dem Satz von Lagrange ist
2 die einzige andere mogliche Ordnung eines Elements von GG. Damit haben a, b und ¢ die Ordnung
2. Also sind alle Elemente von G zu sich selbst invers.

In der Gruppentafel von G tritt jedes Element in jeder Zeile und Spalte genau einmal auf. Also muss
ab von a und b verschieden sein. Aufldem gilt aa = 1 = bb. Damit ist ab auch von 1 verschieden.
Also ist ab = ¢. Das gleiche Argument zeigt, dass fiir je zwei verschiedene Elemente von {a, b, c}
das Produkt jeweils das dritte Element ist.

Also lautet die Gruppentafel von G wie folgt:

0 T o =

0 T ® |
T 0~ oo
» = o oo
—® T oo

Damit sind je zwei Gruppen der Ordnung 4, die nicht zyklisch sind, isomorph: Jede Bijektion, die
das neutrale Element der einen Gruppe auf das neutrale Element der anderen Gruppe abbildet, ist
ein Isomorphismus.

Seien nédmlich G = {1,a,b,¢} und G’ = {1,z,y, 2} Gruppen der Ordnung 4, die nicht zyklisch
sind, und h : G — G’ eine Bijektion, die 1 auf 1 abbildet. Wir konnen h(a) = x, h(b) = y und
h(c) = z annehmen, nachdem wir die Bezeichnungen der Elemente von G’ geéindert haben, falls
notig. Dann gilt h(la) = h(a) = 2 = 1z = h(1)h(a). Auf die gleich Weise sieht man, dass h die
Isomorphismus-Bedingung fiir alle Produkte der Form 1d und d1 mit d € G erfiillt. Alle Elemente



von G und G’ sind zu sich selbst invers. Damit gilt h(aa) =1 = za = h(a)h(a). Auf dieselbe Weise
sieht man, dass h die Isomorphismus-Bedingung fiir alle Produkte der Form dd mit d € G erfiillt.
Das Produkt von zwei verschiedenen Elementen von {a, b, c} bzw. von {z,y, z} ist jeweils das dritte
Element dieser Menge. Damit gilt h(ab) = h(c) = z = zy = h(a)h(b). Das gleiche Argument zeigt
die Isomorphismus-Bedingung fiir Produkte von je zwei verschiedenen Elementen von {a, b, c}. Also
sind G und G’ tatsichlich isomorph.



