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B: Hausaufgaben zum 15. und 16. Januar 2015

1. Sei G die Quadratgruppe, also die Gruppe der Symmetrien eines Quadrats. Die Gruppe enhält die
Identität, Drehungen um 90◦, 180◦ und 270◦, sowie Spiegelungen an vier Achsen. Eine naheliegende
Notation ist i für die Identität, r, s und t für die Rotationen sowie w, x, y und z für die Spiegelungen.
Stellen Sie die Gruppentafel der Quadratgruppe auf.

Lösung: Die Spiegelungen in G sind die Spiegelungen um die horizontale und die vertikale Mittel-
achse des Quadrats, die wir w und x nennen, sowie die Spiegelungen um die Diagonale von links
unten nach rechts oben und die Diagonale von links oben nach rechts unten, die wir y und z nennen.

Die Rotationen r, s und t sind die Rotationen um 90◦, 180◦ und 270◦ entgegen dem Uhrzeigersinn.
Damit ergibt sich die folgende Gruppentafel:

i r s t w x y z
i i r s t w x y z
r r s t i y z x w
s s t i r x w z y
t t i r s z y w x
w w z x y i s t r
x x y w z s i r t
y y w z x t r i s
z z x y w r t s i

2. Wir betrachten noch einmal die Quadratgruppe G aus Aufgabe 1.

(a) Geben Sie die Ordnungen der Elemente von G an.

(b) Ist die Gruppe kommutativ? Ist sie zyklisch?

Lösung: (a) Das Element i hat die Ordnung 1. Die Elemente w, x, y, z und s haben die Ordnung
2 und r und t haben die Ordnung 4.

(b) Die Gruppe ist nicht kommutativ, da zum Beispiel w ◦ r = z von r ◦w = y verschieden ist. Die
Gruppe ist auch nicht zyklisch, da es kein Element der Ordnung 8 gibt.

3. Seien a, b, c und d Elemente eine Gruppe G. Vereinfachen Sie den folgenden Ausdruck:

a−1(bd−1)−1bc(b−1cdc)−1ab−1

Was ändert sich, wenn man zusätzlich annimmt, dass G abelsch ist?

Lösung: Es gilt

a−1(bd−1)−1bc(b−1cdc)−1ab−1 = a−1db−1bcc−1d−1c−1bab−1 = a−1dd−1c−1bab−1 = a−1c−1bab−1.

Ist G abelsch, so kann man den Ausdruck zu a−1abb−1c−1 umordnen und schließlich zu c−1 verein-
fachen.



4. Man kann zeigen, dass jede Gruppe zu einer Gruppe von Permutationen isomorph ist, wobei die
zweistellige Operation auf den Permutationen die Komposition ist. In der Vorlesung wurde gezeigt,
dass die Dreiecksgruppe G4 zu der Gruppe S3 aller Permutationen einer dreielementigen Menge
isomorph ist.

Man zeige, dass die Rechteckgruppe H aus der Präsenzaufgabe 1. zu einer Gruppe von Permuta-
tionen der Menge {A,B,C,D} isomorph ist.

Lösung: Wir bezeichnen die Ecken des Rechtecks wie folgt:

D A

BC

Die Elemente der Recheckgruppe bilden die Ecken des Rechtecks wieder auf Ecken des Rechtecks
ab. Damit liefert jedes Element der Rechteckgruppe eine Permutation der Eckenmenge (aber nicht
umgekehrt).

Die Identität in H liefert die Identität, die Spiegelung an der horizontalen Mittelachse die Permutati-

on

(
A B C D
B A D C

)
, die Spiegelung an der vertikalen Mittelachse die Permutation

(
A B C D
D C B A

)
und die Drehung um 180◦ die Permutation

(
A B C D
C D A B

)
. Diese Abbildung ist der gesuchte Iso-

morphismus.

5. Berechnen Sie die Ordnungen der folgenden Permutationen in S6:

α :=

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 6 4 5

)
, β :=

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 6 5

)
, γ :=

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 1 6 5

)
Lösung: Es gilt

α2 =

(
1 2 3 4 5 6
3 1 2 5 6 4

)
und α3 =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
.

Damit hat α die Ordnung 3. Weiter gilt

β2 =

(
1 2 3 4 5 6
3 1 2 4 5 6

)
, β3 =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 6 5

)
, β4 =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 5 6

)
,

β5 =

(
1 2 3 4 5 6
3 1 2 4 6 5

)
und β6 =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
.

Damit hat β die Ordnung 6.

Schließlich ist

γ2 =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 1 2 5 6

)
, γ3 =

(
1 2 3 4 5 6
4 1 2 3 6 5

)
und γ4 =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
.

Damit hat γ die Ordnung 4.


