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B: Hausaufgaben zum 6. und 7. Oktober 2014
1. Fiir n € N betrachten wir die Gleichung
An):1-2' +2.2243.22 +... 4 n- 2" =(n—1)- 2" 42,

(a) Schreiben Sie die Gleichung A(n) mit Hilfe des Summenzeichens auf.
(b) Priifen Sie, ob A(n) fiir n = 1,2, 3 richtig ist.
(¢) Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dass A(n) fiir alle n € N gilt.

Losung. (a) Mit Hilfe des Summenzeichens lautet die Gleichung

n
Y i-2i=(n-1)-2"" +2.
=1

(b) Es gilt
1

doir2i=2=(1-1)-2""" 42,
i=1
2
di2i=10=(2-1)- 2" +2,
i=1

und

3
di-2i=34=(3-1)-2"" +2
i=1

Damit gelten A(1), A(2) und A(3).

(¢) Induktionsanfang: A(1) gilt nach (b).

Induktionsschritt: Sei n € N. Wir nehmen an, dass A(n) gilt (Induktionsannahme) und zeigen
A(n+1). Es gilt

n+1 n
St =3"i 2k (1) 2T (n 1) 27T 2 4 (n 1) 2
=1 =1
=((n—1)+m+1)-2""14+2=2n-2"" 4 2=((n4+1)—1). 20D+ L 9
Das zeigt A(n + 1). O

2. Fiir alle n € N betrachten wir die Gleichung

Wi +1)

B(n): Y (-1)Fk* = (1) 5
k=

1



(a) Priifen Sie, ob B(n) fiir n =1,2,3 gilt.

(b) Schreiben Sie B(n) ohne das Summenzeichen auf.

(¢) Beweisen Sie durch vollstéindige Induktion, dass B(n) fiir alle n € N gilt.
Losung. (a) Es gilt

2 L 2-(2+1)
S (-D)FE? =3 = (*1)2#

und

2 3-(34+1)
S (-1D)FE = 6= (71)3#.

ES
Il
-

Das zeigt A(1), A(2) und A(3).

(b) Ohne Summenzeichen kann man B(n) aufschreiben als
1
—1+4-=9+ -+ (=1)"-n?= (—1)"%.
(¢) Induktionsanfang: B(1) gilt nach (a).

Induktionsschritt: Sei n € N. Wir nehmen an, dass B(n) gilt (Induktionsannahme) und zeigen
B(n+1). Es gilt

n+1 n n+ 1)

Z(—l)ka — Z(_l)kk2 + (_1)n+1 S(n+ 1)2 LA. (_1)nn( .
= (_1)n+1 ((n + 1)2 _ n(n;—l)) _ (—1)”+1 2(n+1) Q—n(n +1)

(1)1 2nt+1)—n)-(n+1) _ (—1yn ! (n+2)-(nt+1) _ (1)1 (nt+1) (n+1)+1)
2 2 2

Das zeigt B(n + 1). O

+ ()" (n 4 1)?

. Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir alle Ny gilt:
6](7"—1)

Losung. C(n) sei die Aussageform 6 | (7" — 1).
Induktionsanfang: Es gilt 79 — 1 = 0 und 6 ist ein Teiler von 0. Das zeigt C(0).

Induktionsschritt: Sei n € No. Wir nehmen an, dass C(n) gilt (Induktionsannahme) und zeigen
C(n+1).
Es gilt

7l =7 746 =T7-(T"—1)+6.

Nach Induktionsannahme ist 7% — 1 durch 6 teilbar. Damit ist auch 7- (7" — 1) +6 = 7"*1 —1 durch
6 teilbar. Das zeigt C'(n + 1). O

. Fiir welche n € N ist die folgende Ungleichung richtig?

bn—T7<2"

Losung. D(n) sei die Aussageform 5n—7 < 2" Esgilt 5-1-7=-2<2=25.2-7=3 < 4 =22,
5:3-7=8=2und 5-4—-7 = 13 < 16 = 2% Die D(n) gilt also fiir n = 1,2,4. Eine



naheliegende Vermutung ist, dass 5n — 7 < 2" fiir alle n > 4 gilt. Wir beweisen diese Vermutung
mittels vollstédndiger Induktion.

Induktionsanfang: Wir haben oben schon gezeigt, dass D(4) gilt.

Induktionsschritt: Angenommen, D(n) gilt fiir ein gewisses n > 4. Dann ist

I.A.
5(n+1)—7=5n—7+5 < 2" +5<2" 2" = 2"+,

Dabei folgt die Relation < aus der Tatsache, dass fiir n > 4 der Ausdruck 2" mindestens den Wert
16 hat. Das zeigt D(n + 1).

. Mit n! (gelesen ,n Fakultit“) bezeichnen wir das Produkt 1-2-3-...-n der ersten n natiirlichen
Zahlen. Finden Sie heraus, fiir welche natiirlichen Zahlen die Ungleichung 2™ < n! gilt und beweisen
Sie Ihre Vermutung mittels vollstdndiger Induktion.

Losung. Es gilt 2! =2>1=1!,22=4>2=2!,22 =8> 6 = 3! und 2* = 16 < 24 = 4!. Eine
naheliegende Vermutung ist, dass 2" < n! fiir alle n > 4 gilt.

Den Induktionsanfang bei n = 4 haben wir bereits nachgerechnet.

Induktionsschritt: Angenommen, die Ungleichung 2" < n! gilt fiir ein gewisses n > 4. Wir zeigen
die Ungleichung fiir n + 1. Es gilt

n+1 nI'A' nz4
2" =2.2" < 2:n! < nl-(n+1)=(Mn+1)

Das beendet den Induktionsschritt. O



