
1 Aufgabe 1

1.1 (a)

Für die Zusammenfassung mithilfe von Σ werden die sich wiederholenden Terme zu-
sammengefasst. Bei der ... Schreibweise erkennt man dies besonders gut, da das letzte
Element vollständig und getrennt abgebildet ist.

A(n) : 1 · 21 + 2 · 22 + 3 · 23 + ...+ n · 2n = (n− 1) · 2n+1 + 2

So wird aus + n · 2n das unten abgebildete:

A(n) :

n∑

i=1

(i · 2i) = (n− 1) · 2n+1 + 2

1.2 (b)

Es folgt der Beweis für A(1), A(2) und A(3). Wegen der besseren Übersicht wird das
jeweils letzte Ergebnis einfach addiert.

A(n) : Σn

i=1(i · 2
i) = (n− 1) · 2n+1 +2

A(1) : (1) · 2(1) = (1− 1) · 21+1 +2

A(1) : 2 = 0 · 4 +2 → A(1)

A(2) : (2) · 2(2) +2 = (2− 1) · 22+1 +2

A(2) : 2 · 4 +2 = 1 · 8 +2 → A(2)

A(3) : (3) · 2(3) +10 = (3− 1) · 23+1 +2

A(3) : 3 · 8 +10 = 2 · 16 +2

A(3) : 24 +10 = 32 +2 → A(3)

1.3 (c)

Da der Induktionsanfang bereits in Teilaufgabe (b) dargebracht wurde (siehe hierzu A(1)
) sehe ich den Induktionsanfang als bewiesen an.

Induktionsschritt: Es sei A(n+ 1) unter der Annahme A(n)
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A(n+ 1) :

n+1∑

i=1

(i · 2i) = (n) · 2n+2 +2

n∑

i=1

(i · 2i) +(n+ 1) · 2n+1 = (n) · 2n+2 +2

(n− 1) · 2n+1 + 2) +(n+ 1) · 2n+1 = (n) · 2n+2 +2

2n+1 · ((n− 1) + (n+ 1)) +2 = (n) · 2n+2 +2

2n+1 · (2n) +2 = (n) · 2n+2 +2

2n+1+1 · (n) +2 = (n) · 2n+2 +2 → (A(n) → A(n+ 1))

q.e.d

2 Aufgabe 2

Betrachten wir die Gleichung B(n) :
∑

n

k=1((−1)k · k2) = (−1)n · n(n+1)
2

2.1 (a)

Es folgt der Beweis für B(1), B(2) und B(3). Wegen der besseren Übersicht wird das
jeweils letzte Ergebnis einfach addiert.

B(n) :

n∑

k=1

((−1)k ·k2) =(−1)n ·
n(n+ 1)

2

B(1) : (−1)1 ·12 =(−1)1 ·
1(1 + 1)

2

B(1) : − 1 ·1 =− 1 ·
2

2
→ B(1)

B(2) : (−1)2 ·22 − 1 =(−1)2 ·
2(2 + 1)

2

B(2) : 1 ·4− 1 =1 ·
6

2
→ B(2)

B(3) : (−1)3 ·32 + 3 =(−1)3 ·
3(3 + 1)

2

B(3) : − 1 ·9 + 3 =− 1 ·
12

2
B(3) : − 9 + 3 =− 1 ·6 → B(3)
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2.2 (b)

Schreibt man Σ aus, so wird der Term n-mal wiederholt.
(zur Verdeutlichung ist n unten mindestens 3. n kann per Definition auch kleiner sein.
Siehe hierzu 2a)

(−1)1 · 12 + (−1)2 · 22 + (−1)3 · 32 + ...+ (−1)n · n2 = (−1)n ·
n(n+ 1)

2

2.3 (c)

Da der Induktionsanfang bereits in Teilaufgabe (b) dargebracht wurde (siehe hierzu A(1)
) sehe ich den Induktionsanfang als bewiesen an.

Induktionsschritt: Es sei B(n+ 1) unter der Annahme B(n)

B(n+ 1) :
n+1∑

k=1

((−1)k · k2) = (−1)n+1 ·
(n+ 1)(n + 2)

2

n∑

k=1

((−1)k · k2) +(−1)n+1 · (n+ 1)2 = (−1)n+1 ·
(n+ 1)(n + 2)

2

(−1)n ·
n(n+ 1)

2
+(−1)n+1 · (n+ 1)2 = (−1)n+1 ·

(n+ 1)(n + 2)

2

(−1)n · (
n(n+ 1)

2
−((n + 1)2)) = (−1)n+1 ·

(n+ 1)(n + 2)

2

(−1)n· (
n(n+ 1)− 2(n + 1)2

2
) = (−1)n+1 ·

(n2 + 2n + 1n+ 2)

2

(−1)n· (
n2 + n)− 2(n2 + 2n+ 1)

2
) = (−1)n+1 ·

(n2 + 2n + 1n+ 2)

2

(−1)n· (
n2 + n)− 2n2 − 4n− 2)

2
) = (−1)n+1 ·

(n2 + 3n + 2)

2

(−1)n· (
−n2 − 3n− 2)

2
) = (−1)n+1 ·

(n2 + 3n + 2)

2

(−1)n+1· (
n2 + 3n+ 2)

2
) = (−1)n+1 ·

(n2 + 3n + 2)

2
→֒ (B(n) → B(n+ 1))

q.e.d

3



3 Aufgabe 3

Annahme: C(n) : 6|(7n − 1)
Beweis durch vollständige Induktion.
Induktionsanfang:

C(0) : 6|70 − 1

C(0) : 6|1− 1 → C(0)

Induktionsschritt: Beweis von C(n+1) unter der Annahme C(n)

7n+1 − 1

=(7n · 7)− 1

=7n − 7

=(7n − 1)− 6

Eine Summe ist dann durch 6 teilbar, wenn alle Summanden durch 6 teilbar sind. Daher
gilt 6|((7n − 1)− 6) q.e.d
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4 Aufgabe 4

Annahme: D(n) : 5n − 7 < 2n Durch empirisches Ermitteln stellen wir fest dass der
Induktionsanfang bei n=4 liegt:

D(4) : = 5 · 4− 7 < 24

= 20− 7 < 16

= 13 < 6 → D(1)

Induktionsschritt: Unter der Annahme von D(n) sei D(n+1):

D(n+ 1) : = 5(n+ 1)− 7 < 2n+1

= 5n− 7 + 5 < 2n + 2n

D(n+ 1) gilt also wenn 5 < 2n Wir nehmen an dass D(n) für n ≥ 4 gilt:

5 < 24

5 < 16 → D(n+ 1)

q.e.d

Außerdem gilt D(n) für:

D(1) : 5 · 1− 7 < 21

D(1) : −3 < 2 → D(1)

D(2) : 5 · 2− 7 < 22

D(2) : 3 < 4 → D(2)
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5 Aufgabe 5

Annahme: E(n) : 2n < n!
Wir betrachten die Entwicklung der Annahmen E(n) mit wachsendem n

n =2n n!E(n)

12 1¬E(n)

24 2¬E(n)

38 6¬E(n)

416 24E(n)

532 120E(n)

664 720E(n)

n2n n!(n) <– Annahme

Wir vermuten also dass E(n) für alle n ≥ 4 gilt.
Beweis durch vollständige Induktion:

Induktionsanfang mit n=4:

E(n) :24 < 4!

16 < 1 · 2 · 3 · 4

16 < 2 · 12

16 < 24 → E(1)

Induktionsschritt: Wir nehmen E(n+1) unter der Annahme E(n):

E(n+ 1) :2n+1 < (n + 1)!

2n · 2 < n! · (n+ 1)

Diese Aussage ist genau dann wahr wenn 2 ≥ (n+ 1)
Da wir annehmen, dass E(n) für alle n ≥ 4 gilt, folgt daraus:
2 ≥ (4 + 1)
Damit ist der Induktionsschritt bewiesen.
q.e.d
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