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B: Hausaufgaben zum 23. und 24. Oktober 2014

1. Gegeben seien die Mengen A := {n € N:n > 3}, B := {n € N : nist durch 14 teilbar} und
C:={neN:n>5, nist durch 7 teilbar und n ist gerade}. Beweisen oder widerlegen Sie:

Lésung. (a) A C B gilt nicht, da nicht jedes Element von A auch ein Element von B ist. So ist
4 > 3 und damit 4 € A. 4 ist aber nicht durch 14 teilbar, also 4 ¢ B.

(b) B C A gilt. Wir zeigen, dass jedes Element von B auch in A enthalten ist. Sei ndmlich n € B.
Dann ist n durch 14 teilbar. Die kleinste natiirliche Zahl, die durch 14 teilbar ist, ist 14 selbst (0
ist fiir uns keine natiirliche Zahl!). Also gilt n > 3 und somit n € A.

(¢) B C C ist wahr. Sei ndmlich n € B. Dann ist n durch 14 teilbar. Damit ist n auch durch 2 und
7 teilbar. Aulerdem ist n mindestens 14, also insbesondere groflier als 5. Damit ist n € C.

(d) C C B ist wahr. Sei ndmlich n € C. Dann ist n eine natiirliche Zahl, die durch 2 und 7 teilbar
ist. Damit ist n auch durch 14 teilbar. Es folgt n € B.

2. Ist in den folgenden Sétzen vermutlich einschlieenden (V) oder ausschlieflendes oder (xor) gemeint?

(a) Du kommst vor Mitternacht nach Hause oder Du hast eine Woche Fernsehverbot.
(b)

(¢) Morgen oder iibermorgen ist Montag.

(d) Kopf oder Zahl?

Morgen oder iibermorgen kann es schneien.

Lésung. (a) Gemeint ist vermutlich einschlieBendes Oder. Es gibt vermutlich auch andere Méglich-
keiten, eine Woche Fernsehverbot zu bekommen.

(b) Hier ist klar einschlieendes Oder gemeint.

(c¢) Hier ist ausschlieBendes Oder gemeint. Zumindest ist klar, dass nur einer der beiden Félle
eintreten wird.

(d) Hier ist auschliefendes Oder gemeint, da nur einer der beiden Fille eintreten kann.

3. Sei M eine Menge und A, B C M. Zeigen Sie mit Hilfe des Wahrheitstafelverfahrens die Gleichung
AU B = AN B. Das Komplement ist hier beziiglich M gemeint.

Lisung. Fiir x € M gilt x € AU B genau dann, wenn —(z € AV z € B) gilt. Analog gilt x € ANB
genau dann, wenn —(x € A) A ~(z € B) gilt. Wir stellen eine Wahrheitstafel auf, um zu sehen, ob
diese beiden Bedingungen dquivalent sind. Sei P die Aussage € A und @ die Aussage x € B



PlQQI|-P|-Q|PVQ|~(PVQ) | -PA-Q
010 1 1 0 1 1
011 1 0 1 0 0
110 0 1 1 0 0
1|1 0 0 1 0 0

An der Wahrheitstafel liest man ab, dass —(PV Q) und negP A —Q &dquivalent sind. Damit ist =
genau dann ein Element von AN B, wenn x eine Element von A U B ist. Das zeigt AN B = AU B.

4. Es M = {1,2,3}. Geben Sie die Potenzmenge P(M) an.
Losung. P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {12}, 12,3}, {1,3}, {1,2,3}}

5. Fiir die Mengen A = {1,2,3,4,5} und B = {a,b,c,d,e, f} betrachten wir die folgenden Pfeildia-
gramme:

A B

(a) Stellen diese Diagramme Funktionen f : A — B dar? Was muss gegebenenfalls geéndert
werden, damit Funktionen f: A — B dargestellt werden?

(b) Was muss geiindert werden, damit injektive Funktionen dargestellt werden?

(¢) Kann man die Pfeile so abéndern, dass surjektive Funktionen dargestellt werden?

(d) Von der Funktion f : A — B sei bekannt, dass f(1) = a, f(2) = b, f(3) = d und f(5) = f
gelten. Wie kann f(4) gewihlt werden, damit f injektiv wird?

(e) Wie kann f(4) gewiihlt werden, damit f nicht injektiv wird?

Losung. (a) Beide Diagramme stellen keine Funktionen dar. Im linken Diagramm wird 2 € A kein
Element zugeordnet. Ein Pfeil von 2 auf irgendein Element von B wiirde dieses Problem l6sen.
Im rechten Diagramm werden der 2 zwei verschiedene Werte zugeordnet. Einer der beiden Pfeile
miisste geloscht werden.

(b) Damit injektive Funktionen dargestellt werden, miisste im linken Diagramm von der zwei ein
Pfeil auf ein Element von B zeigen, dass noch nicht getroffen wird, zum Beispiel auf a. Von den
beiden Pfeilen, die auf e zeigen, miisste mindestens einer so abgeéndert werden, dass er auf ein
Element von B zeigt, das noch nicht getroffen wurde, zu Beispiel auf f. Im rechten Diagramm muss
einer der beiden Pfeile, die auf d zeigen, so gedndert werden, dass er auf ein Element zeigt, das noch
nicht getroffen wurde, zum Beispiel auf f.

(c) Da B mehr Elemente als A hat, gibt es keine surjektive Abbildung von A auf B.

(d) Damit f injektiv wird, muss f(4) von f(1), f(2), f(3), f(4) verschieden gewiihlt werden. f(4) = ¢
leistet das.

(e) Wenn man f(4) = a wihlt, gilt f(1) = f(4). Damit ist f nicht injektiv.



