Mathematik | fur Studierende der Informatik und
Wirtschaftsinformatik (Diskrete Mathematik) im
Wintersemester 2014 /15

20. November 2014

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Relationen
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Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.
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Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dannsind Ry,...,Ras
Relationen von A nach B:
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Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dannsind Ry,...,Ras
Relationen von A nach B:
1.1 Ry = {(1,0),(2,0),(2,1)}.
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Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dann sind Ry,..., R4
Relationen von A nach B:
1.1 Ry ={(1,0),(2,0),(2,1)}.
12 R = {(1’ 1)7 (2a 1)’ (370)a (37 1)}
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Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dannsind Ry,...,Ras
Relationen von A nach B:
1.1 Ry ={(1,0),(2,0),(2,1)}.
12 R = {(1’ 1)7 (2a 1)’ (370)a (37 1)}
13 Rs=AxB
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Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dannsind Ry,...,Ras
Relationen von A nach B:

1.1 Ry = {(1,0),(2,0),(2,1)}.
),(2,1),(3,0),(3,1)}

12 Ry ={(1,1),(2,
13 Rs=AxB
14 Ry = 0.
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Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dannsind Ry,...,Ras
Relationen von A nach B:
1.1 Ry ={(1,0),(2,0),(2,1)}.
12 R = {(1’ 1)7 (2a 1)’ (370)a (37 1)}
13 Rs=AxB
14 Ry = 0.

2. R={(a,b):a,beNANa< b}
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Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dann sind Ry,..., R4
Relationen von A nach B:
1.1 Ry = {(1,0),(2,0),(2,1)}.
1.2 R2 = {(1a 1)7 (2a 1)> (370)a (37 1)}
13 Rs=AxB
14 Ry = 0.

2. R={(a,b):a,beNAa< b},
S={(a,b):a,be NN a< b}
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Hiillenbildungen

Definition 4.1

Eine Relation von A nach B ist eine Teilmenge R von A x B.
Eine Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A.

Fiir (a, b) € R schreiben wir auch aRb.

Beispiel 4.2

1. Sei A={1,2,3} und B={0,1}. Dannsind Ry,...,Ras
Relationen von A nach B:
1.1 Ry = {(1,0),(2,0), (2, 1)}.
1.2 R, ={(1,1),(2,1),(3,0),(3,1)}
13 Rs=AxB
14 Ry =0.
2. R={(a,b):a,be NAa< b},
S={(a,b):a,be NAa<b}und
T ={(a,b) : a,b € NA a = b} sind Relationen auf N.
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Hiillenbildungen

Wir konnen Relationen dhnlich wie Funktionen mit Hilfe von
Pfeildiagrammen notieren. Hier sind zwei Diagramme fiir die
Relationen Ry = {(1,0),(2,0),(2,1)} und

R, ={(1,1),(2,1),(3,0),(3,1)}.
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Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Wir konnen Relationen dhnlich wie Funktionen mit Hilfe von
Pfeildiagrammen notieren. Hier sind zwei Diagramme fiir die
Relationen Ry = {(1,0),(2,0),(2,1)} und

R, ={(1,1),(2,1),(3,0),(3,1)}.
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Eine Relation R = {(1,1),(1,2),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),
(4,5),(5,1),(5,3)} auf der Menge A = {1 2,3,4,5} konnen wir
als gerichteten Graphen darstellen:

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Eine Relation R = {(1,1),(1,2),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),
(4,5),(5,1),(5,3)} auf der Menge A = {1,2,3,4,5} konnen wir
als gerichteten Graphen darstellen:

A
~@
A
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Eine Relation R = {(1,1),(1,2),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),
(4,5),(5,1),(5,3)} auf der Menge A = {1,2,3,4,5} konnen wir
als gerichteten Graphen darstellen:

« ®- ®
1 5 4 3

Die Punkte nennt man die Knoten des Graphen, die Pfeile
gerichtete Kanten. Eine Kante von einem Knoten auf sicher selber
nennt man auch eine Schlinge.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aq ivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen
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Definition 4.3
Sei A eine Menge und sei R eine Relation auf A.
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Definition 4.3
Sei A eine Menge und sei R eine Relation auf A.

1. R heiBt reflexiv, falls fiir alle a € A das Paar (a,a) in R ist.
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Hiillenbildungen

Definition 4.3
Sei A eine Menge und sei R eine Relation auf A.

1. R heiBt reflexiv, falls fiir alle a € A das Paar (a,a) in R ist.
2. R heiBt irreflexiv, falls R kein Paar der Form (a, a) enthalt.
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Hiillenbildungen

Definition 4.3
Sei A eine Menge und sei R eine Relation auf A.

1. R heiBt reflexiv, falls fiir alle a € A das Paar (a,a) in R ist.
2. R heiBt irreflexiv, falls R kein Paar der Form (a, a) enthalt.

3. R heiBt symmetrisch, falls fiir alle (a, b) € R auch (b,a) € R
gilt.
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Hiillenbildungen

Definition 4.3
Sei A eine Menge und sei R eine Relation auf A.

1. R heiBt reflexiv, falls fiir alle a € A das Paar (a,a) in R ist.

2. R heiBt irreflexiv, falls R kein Paar der Form (a, a) enthalt.

3. R heiBt symmetrisch, falls fiir alle (a, b) € R auch (b,a) € R
gilt.

4. R heiBt antisymmetrisch, falls aus (a, b) € R und a # b stets
(b, a) ¢ R folgt.
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Hiillenbildungen

Definition 4.3
Sei A eine Menge und sei R eine Relation auf A.

1. R heiBt reflexiv, falls fiir alle a € A das Paar (a,a) in R ist.
2. R heiBt irreflexiv, falls R kein Paar der Form (a, a) enthalt.
3. R heiBt symmetrisch, falls fiir alle (a, b) € R auch (b,a) € R
gilt.
4. R heiBt antisymmetrisch, falls aus (a, b) € R und a # b stets
(b, a) ¢ R folgt.
5. R heiBt transitiv, falls aus (a, b) € R und (b, c) € R stets
(a, c) € R folgt.
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Beispiel 4.4
Sei R eine Relation auf der Menge A.
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Beispiel 4.4
Sei R eine Relation auf der Menge A.

1. R ist reflexiv, falls jeder Knoten im zugehorigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.
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Hiillenbildungen

Beispiel 4.4
Sei R eine Relation auf der Menge A.

1. R ist reflexiv, falls jeder Knoten im zugehorigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.

2. R ist irreflexiv, falls kein Knoten im zugehorigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.
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Beispiel 4.4
Sei R eine Relation auf der Menge A.

1. R ist reflexiv, falls jeder Knoten im zugehorigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.

2. R ist irreflexiv, falls kein Knoten im zugehorigen gerichteten
Graphen eine Schlinge hat.

3. R ist symmetrisch, wenn im gerichteten Graphen fiir jeden
Pfeil von a nach b auch der Pfeil zuriick von b nach a
vorhanden ist.
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Hiillenbildungen

4. R ist antisymmetrisch, wenn fiir je zwei verschiedene Knoten im
gerichteten Graphen hochstens ein Pfeil zwischen den beiden
Knoten a und b vorhanden ist.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

4. R ist antisymmetrisch, wenn fiir je zwei verschiedene Knoten im
gerichteten Graphen hochstens ein Pfeil zwischen den beiden
Knoten a und b vorhanden ist.

5. R ist transitiv, wenn fiir den gerichteten Graphen folgendes gilt:
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4. R ist antisymmetrisch, wenn fiir je zwei verschiedene Knoten im
gerichteten Graphen hochstens ein Pfeil zwischen den beiden
Knoten a und b vorhanden ist.

5. R ist transitiv, wenn fiir den gerichteten Graphen folgendes gilt:
Immer wenn man entlang der Pfeile (in Pfeilrichtung) von
einem Knoten a zu einem Knoten b laufen kann, dann ist
bereits ein direkter Pfeil von a nach b vorhanden.
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Hiillenbildungen

4. R ist antisymmetrisch, wenn fiir je zwei verschiedene Knoten im
gerichteten Graphen hochstens ein Pfeil zwischen den beiden
Knoten a und b vorhanden ist.

5. R ist transitiv, wenn fiir den gerichteten Graphen folgendes gilt:
Immer wenn man entlang der Pfeile (in Pfeilrichtung) von
einem Knoten a zu einem Knoten b laufen kann, dann ist
bereits ein direkter Pfeil von a nach b vorhanden.

Man beachte, dass irreflexiv nicht dasselbe ist wie nicht reflexiv.
Ebenso ist antisymmetrisch nicht dasselbe wie nicht symmetrisch.
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Partitionen und Aquivalenzrelationen
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Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 4.5 )
Eine Relation R auf einer Menge A heiBt Aquivalenzrelation, falls
R reflexive, transitiv und symmetrisch ist.
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Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 4.5

Eine Relation R auf einer Menge A heiBt Aquivalenzrelation, falls
R reflexive, transitiv und symmetrisch ist.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf A so bezeichnen wir fiir jedes

a € A mit [a]g die Menge {b € A: (a,b) € R} und nennen diese
Menge die Aquivalenzklasse von a.
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Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 4.5

Eine Relation R auf einer Menge A heiBt Aquivalenzrelation, falls
R reflexive, transitiv und symmetrisch ist.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf A so bezeichnen wir fiir jedes

a € A mit [a]g die Menge {b € A: (a,b) € R} und nennen diese
Menge die Aquivalenzklasse von a.

Satz 4.6 )
Sei A eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf A.
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Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 4.5

Eine Relation R auf einer Menge A heiBt Aquivalenzrelation, falls
R reflexive, transitiv und symmetrisch ist.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf A so bezeichnen wir fiir jedes

a € A mit [a]g die Menge {b € A: (a,b) € R} und nennen diese
Menge die Aquivalenzklasse von a.

Satz 4.6 )
Sei A eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gilt
fiir alle a, b € A entweder [a]g N [b]g = () oder [a]g = [b]r.
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Partitionen und Aquivalenzrelationen

Definition 4.5

Eine Relation R auf einer Menge A heiBt Aquivalenzrelation, falls
R reflexive, transitiv und symmetrisch ist.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf A so bezeichnen wir fiir jedes

a € A mit [a]g die Menge {b € A: (a,b) € R} und nennen diese
Menge die Aquivalenzklasse von a.

Satz 4.6

Sei A eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gilt
fiir alle a, b € A entweder [alg N [b]g = () oder [a]g = [b]r. Der
zweite Fall tritt genau dann ein, wenn aRb gilt.
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Fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A ist {[a]g : a € A}
eine Partition von A.
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Fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A ist {[a]g : a € A}
eine Partition von A.

Definition 4.7
Sei A eine Menge, | eine Indexmenge und fiir alle i € | sei K; C A.
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Hiillenbildungen

Fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A ist {[a]g : a € A}
eine Partition von A.

Definition 4.7
Sei A eine Menge, | eine Indexmenge und fiir alle i € | sei K; C A.
P = {Ki:i € I} ist eine Partition von A, falls gilt:
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Hiillenbildungen

Fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A ist {[a]g : a € A}
eine Partition von A.

Definition 4.7
Sei A eine Menge, | eine Indexmenge und fiir alle i € | sei K; C A.
P = {Ki:i € I} ist eine Partition von A, falls gilt:

1. Firallei,jel miti#jist KinNK;=0.
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Hiillenbildungen

Fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A ist {[a]g : a € A}
eine Partition von A.

Definition 4.7
Sei A eine Menge, | eine Indexmenge und fiir alle i € | sei K; C A.
P = {Ki:i € I} ist eine Partition von A, falls gilt:

1. Firalle i,j € I miti#jist KiNnK; = 0.

2. Esgilt U;je, Ki = A.
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Hiillenbildungen

Fiir eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge A ist {[a]g : a € A}
eine Partition von A.

Definition 4.7
Sei A eine Menge, | eine Indexmenge und fiir alle i € | sei K; C A.
P = {Ki:i € I} ist eine Partition von A, falls gilt:

1. Firallei,jel miti#jist KinNK;=0.
2. Es gilt Uie/ K; = A.
Dabei ist [ J;c; Ki die Menge {x : 3i € I(x € Kj)}.
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Korollar 4.8 )
Es sei A eine Menge. Fir jede Aquivalenzrelation auf A bilden die
Aquivalenzklassen eine Partition von A.
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Korollar 4.8 )
Es sei A eine Menge. Fiir jede Aquivalenzrelation auf A bilden die

Aquivalenzklassen eine Partition von A. Umgekehrt gibt es fiir jede
Partition von A eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen
genau die Mengen in der Partition sind.
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Korollar 4.8

Es sei A eine Menge. Fiir jede Aquivalenzrelation auf A bilden die
Aquivalenzklassen eine Partition von A. Umgekehrt gibt es fiir jede
Partition von A eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen
genau die Mengen in der Partition sind.

Beispiel 4.9

SeimeNund R={(a,b) € ZxZ:a= b(mod m)}. Dann ist R
eine Aquivalenzrelation auf Z, deren Aquivalenzklassen genau die
Restklassen modulo m sind.
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Korollar 4.8

Es sei A eine Menge. Fiir jede Aquivalenzrelation auf A bilden die
Aquivalenzklassen eine Partition von A. Umgekehrt gibt es fiir jede
Partition von A eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen
genau die Mengen in der Partition sind.

Beispiel 4.9

SeimeNund R={(a,b) € ZxZ:a= b(mod m)}. Dann ist R
eine Aquivalenzrelation auf Z, deren Aquivalenzklassen genau die
Restklassen modulo m sind.

Die Anzahl der Restklassen modulo m ist genau m. Die
verschiedenen Restklassen sind die Mengen {m-q+0:q € Z},
{m-q+1:q9q€Z}, ..., {m-q+(m—1):q € Z}.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Ordnungsrelationen
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Ordnungsrelationen

Definition 4.10
Sei A eine Menge und R eine Relation auf A. Dann ist R eine
Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
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Ordnungsrelationen

Definition 4.10

Sei A eine Menge und R eine Relation auf A. Dann ist R eine
Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
Ordnungsrelationen nennt man auch Halbordnungen oder partielle
Ordnungen. Das Paar (A, R) ist eine halbgeordnete oder partiell
geordnete Menge.
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Ordnungsrelationen

Definition 4.10

Sei A eine Menge und R eine Relation auf A. Dann ist R eine
Ordnungsrelation, falls R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
Ordnungsrelationen nennt man auch Halbordnungen oder partielle
Ordnungen. Das Paar (A, R) ist eine halbgeordnete oder partiell
geordnete Menge.

Ordnungsrelationen werden oft mit < oder einem dhnlichen
Zeichen bezeichnet. Man schreibt dann praktisch immer a < b
anstelle von (a, b) € <. Man beachte, dass dabei nicht unbedingt
die bekannte <-Relation auf den reellen Zahlen gemeint ist.
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Beispiel 4.11

Sei A:={a,b,c,d} und R := {(a,a), (b, b),(c,c),(d,d),(a,b),
(a,c),(a,d),(b,d),(c,d)}. Der entsprechende gerichtete Graph
sieht dann wie folgt aus:
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Hiillenbildungen

Beispiel 4.11

Sei A:={a,b,c,d} und R := {(a,a), (b, b),(c,c),(d,d),(a,b),
(a,c),(a,d),(b,d),(c,d)}. Der entsprechende gerichtete Graph
sieht dann wie folgt aus:
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Beispiel 4.12
Sei A:={a,b,c,d} und R := {(a,a), (b, b),(c,c),(d,d),(a,b),
(a,¢), (a,d), (b, ¢), (b, d),(c,d)}.
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Beispiel 4.12
Sei A:={a,b,c,d} und R := {(a,a), (b, b),(c,c),(d,d),(a,b),
(a,c),(a,d),(b,c),(b,d),(c,d)}.

Der entsprechende gerichtete Graph sieht dann wie folgt aus:
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Beispiel 4.13

1. Die Relation < ist eine Ordnungsrelation of N, Z, Q@ und R.
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Beispiel 4.13

1. Die Relation < ist eine Ordnungsrelation of N, Z, Q@ und R.
2. Fiir jede Menge M ist C eine Ordnungsrelation auf P(M).
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Beispiel 4.13

1. Die Relation < ist eine Ordnungsrelation of N, Z, Q@ und R.
2. Fiir jede Menge M ist C eine Ordnungsrelation auf P(M).

3. Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Ordnungsrelation auf N.
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Definition 4.14
Ein Ordnungsrelation R auf einer Menge R heiBt lineare Ordnung,
falls fur alle a, b € A mit a # b entweder aRb oder bRa gilt.
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Definition 4.14

Ein Ordnungsrelation R auf einer Menge R heiBt lineare Ordnung,
falls fur alle a, b € A mit a # b entweder aRb oder bRa gilt.
Lineare Ordnungen nennt man auch totale Ordnungen.
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Definition 4.14

Ein Ordnungsrelation R auf einer Menge R heiBt lineare Ordnung,
falls fur alle a, b € A mit a # b entweder aRb oder bRa gilt.
Lineare Ordnungen nennt man auch totale Ordnungen.

Beispiel 4.15
Die Relation < auf N, Z, Q und R ist jeweils eine lineare Ordnung.
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Definition 4.14

Ein Ordnungsrelation R auf einer Menge R heiBt lineare Ordnung,
falls fur alle a, b € A mit a # b entweder aRb oder bRa gilt.
Lineare Ordnungen nennt man auch totale Ordnungen.

Beispiel 4.15

Die Relation < auf N, Z, Q und R ist jeweils eine lineare Ordnung.
Die Relation R aus Beispiel 4.12 ist ebenfalls eine lineare Ordnung,
wahrend die Relation aus Beispiel 4.11 keine lineare Ordnung ist,
da die Element b und ¢ nicht vergleichbar sind, also da weder

(b, c) noch (c, b) in R ist.
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Definition 4.14

Ein Ordnungsrelation R auf einer Menge R heiBt lineare Ordnung,
falls fur alle a, b € A mit a # b entweder aRb oder bRa gilt.
Lineare Ordnungen nennt man auch totale Ordnungen.

Beispiel 4.15

Die Relation < auf N, Z, Q und R ist jeweils eine lineare Ordnung.
Die Relation R aus Beispiel 4.12 ist ebenfalls eine lineare Ordnung,
wahrend die Relation aus Beispiel 4.11 keine lineare Ordnung ist,
da die Element b und ¢ nicht vergleichbar sind, also da weder

(b, c) noch (c, b) in R ist.

Ebenso ist C keine lineare Ordnung auf P(M), falls M mindestens
zwei Elemente hat.
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Wenn man von einer Relation R auf einer Menge A schon weiB,
dass es sich um eine Ordnungsrelation handelt, dann kann man in
dem gerichteten Graphen die Schlingen an den einzelnen Knoten
weglassen sowie gerichtete Kanten, deren Existenz aus der
Transitivitat der Relation folgt.
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Wenn man von einer Relation R auf einer Menge A schon weiB,
dass es sich um eine Ordnungsrelation handelt, dann kann man in
dem gerichteten Graphen die Schlingen an den einzelnen Knoten
weglassen sowie gerichtete Kanten, deren Existenz aus der
Transitivitat der Relation folgt.

AuBerdem konnen wir noch vereinbaren, dass Kanten immer nach
oben zeigen, so dass wir die Pfeilspitzen weglassen konnen. Diese
Darstellung nennt man ein Hassediagramm einer geordneten
Menge.
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Folgende Diagramme sind Hassediagramme der Relationen in
Beispiel 4.11 und 4.12.

d @
d
c @
b c b @
a @
a
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Hiillenbildungen
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Hiillenbildungen
Sei R eine Relation auf einer Menge A.
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Hiillenbildungen

Sei R eine Relation auf einer Menge A.

Falls R nicht bereits reflexiv ist, so kann man R zu einer reflexiven
Relation R’ machen, indem man fiir jedes a € A das Paar (a, a) zu
R hinzufugt.
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Hiillenbildungen

Sei R eine Relation auf einer Menge A.

Falls R nicht bereits reflexiv ist, so kann man R zu einer reflexiven
Relation R’ machen, indem man fiir jedes a € A das Paar (a, a) zu
R hinzufugt.

Definition 4.16
Fir eine Relation R auf einer Menge A sei
R :=RU{(a,a):ac A}
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Hiillenbildungen

Sei R eine Relation auf einer Menge A.

Falls R nicht bereits reflexiv ist, so kann man R zu einer reflexiven
Relation R’ machen, indem man fiir jedes a € A das Paar (a, a) zu
R hinzufugt.

Definition 4.16

Fir eine Relation R auf einer Menge A sei

R :=RU{(a,a):ac A}

R’ ist die kleinste reflexive Relation, die R umfasst, und wird die
reflexive Hiille von R genannt.
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Sei zum Beispiel < die libliche <-Relation auf N, Z, Q oder R.
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Sei zum Beispiel < die libliche <-Relation auf N, Z, Q oder R.
Dann ist die Relation < auf derselben Menge die reflexive Hiille
von <.
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Sei zum Beispiel < die libliche <-Relation auf N, Z, Q oder R.
Dann ist die Relation < auf derselben Menge die reflexive Hiille
von <.

Auf ahnliche Weise konnen wir aus einer Relation R eine transitive
Relation machen.
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Sei A= {a,b,c} und R ={(a, b),(b,c)}.
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Sei A= {a,b,c} und R ={(a, b),(b,c)}.

Y
Y
o @

®
b
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Sei A= {a,b,c} und R ={(a, b),(b,c)}.

® @ g J
b C

a

Damit R transitiv wird, miissen wir das Paar (a,c) zu R
hinzufiigen.
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Sei A={a,b,c} und R = {(a, b), (b, c)}.

a

C

Nun ist die Relation transitiv.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aq ivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Wir betrachten noch die folgende, etwas kompliziertere Situation.
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Wir betrachten noch die folgende, etwas kompliziertere Situation.
Sei A={a,b,c,d} und R ={(a, b),(b,c),(c,d)}.
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Wir betrachten noch die folgende, etwas kompliziertere Situation.
Sei A={a,b,c,d} und R ={(a, b),(b,c),(c,d)}.

® @ @ @
b c d
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Wir betrachten noch die folgende, etwas kompliziertere Situation.
Sei A={a,b,c,d} und R ={(a, b),(b,c),(c,d)}.

.o e o
b c d
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Wir betrachten noch die folgende, etwas kompliziertere Situation.
Sei A={a,b,c,d} und R ={(a, b),(b,c),(c,d)}.

./>7<=—\.
d

a b c
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Wir betrachten noch die folgende, etwas kompliziertere Situation.
Sei A={a,b,c,d} und R ={(a, b),(b,c),(c,d)}.
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Im Allgemeinen gilt fiir eine transitive Relation R:
Falls (a1, a2),...,(an-1,an) € R gilt, so ist auch (a1, a,) € R.
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Im Allgemeinen gilt fiir eine transitive Relation R:
Falls (a1, a2),...,(an-1,an) € R gilt, so ist auch (a1, a,) € R.
Das erklart die folgende Definition:
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Im Allgemeinen gilt fiir eine transitive Relation R:
Falls (a1, a2),...,(an-1,an) € R gilt, so ist auch (a1, a,) € R.
Das erklart die folgende Definition:

Definition 4.17
Sei R eine Relation auf einer Menge A.
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Im Allgemeinen gilt fiir eine transitive Relation R:
Falls (a1, a2),...,(an-1,an) € R gilt, so ist auch (a1, a,) € R.
Das erklart die folgende Definition:

Definition 4.17
Sei R eine Relation auf einer Menge A. Dann ist

R™ :={(a,b): esgibt n>2und a1,...,a, € A mit

a=ai, b=apund (a1, a2),...,(an-1,an) € R}

die kleinste transitive Relation mit R C R.
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Im Allgemeinen gilt fiir eine transitive Relation R:
Falls (a1, a2),...,(an-1,an) € R gilt, so ist auch (a1, a,) € R.
Das erklart die folgende Definition:

Definition 4.17
Sei R eine Relation auf einer Menge A. Dann ist

R™ :={(a,b): esgibt n>2und a1,...,a, € A mit

a=ai, b=apund (a1, a2),...,(an-1,an) € R}

die kleinste transitive Relation mit R C Rt.R™ ist die transitive
Hiille von R.
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Man beachte, dass es durchaus vorkommen kann, dass
(a1, a2),...,(an—1,an) € R gilt und dabei a; = a,, ist.
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Man beachte, dass es durchaus vorkommen kann, dass

(a1, a2),...,(an—1,an) € R gilt und dabei a; = a,, ist.

So ist die transitive Hiille der Relation R = {(a, b), (b, ¢),(c,a)}
auf der Menge A die Relation RT™ = A x A.
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SchlieBlich kombinieren wir noch die transitive und die reflexive
Hille.
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SchlieBlich kombinieren wir noch die transitive und die reflexive
Hille.

Definition 4.18
Sei R eine Relation auf einer Menge A.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

SchlieBlich kombinieren wir noch die transitive und die reflexive
Hille.

Definition 4.18
Sei R eine Relation auf einer Menge A. Dann ist R* = RT U R’ die
reflexive, transitive Hiille von R.
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SchlieBlich kombinieren wir noch die transitive und die reflexive
Hille.

Definition 4.18

Sei R eine Relation auf einer Menge A. Dann ist R* = RT U R’ die
reflexive, transitive Hiille von R. R* ist die kleinste reflexive,
transitive Relation, die R umfasst.
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Beispiel 4.19

Sei A={a,b,c,d} und R = {(a, b),(b,c),(c,d),(b,d)}. Wir
geben die reflexive Hiille, die transitive Hiille und die reflexive,
transitive Hiille von R an.
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Beispiel 4.19

Sei A={a,b,c,d} und R = {(a, b),(b,c),(c,d),(b,d)}. Wir
geben die reflexive Hiille, die transitive Hiille und die reflexive,
transitive Hiille von R an.

R ={(a,b), (b, c),(c,d),(b,d)}
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Beispiel 4.19
Sei A={a,b,c,d} und R = {(a,b),(b,c),(c,d),(b,d)}. Wir
geben die reflexive Hiille, die transitive Hiille und die reflexive,

transitive Hulle von R an.
R'={(a a),(b,b),(c,c),(d,d),(a, b), (b, c),(c,d), (b, d)}

5O OO

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik




Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen

Hiillenbildungen

Beispiel 4.19
Sei A={a,b,c,d} und R = {(a,b),(b,c),(c,d),(b,d)}. Wir
geben die reflexive Hiille, die transitive Hiille und die reflexive,

transitive Hulle von R an.
R™ ={(a,b),(a,¢c),(a,d), (b, c), (b, d),(c,d)}

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Partitionen und Aquivalenzrelationen
Relationen Ordnungsrelationen
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Beispiel 4.19

Sei A={a,b,c,d} und R = {(a, b),(b,c),(c,d),(b,d)}. Wir
geben die reflexive Hiille, die transitive Hiille und die reflexive,
transitive Hille von R an.

R*={(a a),(b, b),(c,c),(d,d),(a,b).(a,c),(a d),(b,c),
(b,d),(c,d)
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Definition 4.20
Eine reflexive, transitive Relation heiBt Quasiordnung.
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Definition 4.20
Eine reflexive, transitive Relation heiBt Quasiordnung.

Die reflexive, transitive Hiille einer Relation ist immer eine
Quasiordnung, aber nicht unbedingt eine Ordnungrelation.
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Definition 4.20
Eine reflexive, transitive Relation heiBt Quasiordnung.

Die reflexive, transitive Hiille einer Relation ist immer eine
Quasiordnung, aber nicht unbedingt eine Ordnungrelation.

Es stellt sich heraus, dass R* genau dann eine Ordnungsrelation
ist, wenn es in R keine Kreise der Form

mit n > 2 gibt.
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Mehr iiber Abbildungen

n-stellige Relationen

Definition 4.21
Sei n > 1 und seien Ay ..., A, Mengen. Dann ist

At x ... xAp={(a1,...,an) ra1 € AL AN---Nap, € Ay}

das kartesische Produkt der Mengen Ay, ..., A,.

Eine n-stellige Relation iiber A1, ..., A, ist eine Teilmenge R des
Produkts A1 x ... X A,.

Eine n-stellige Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R
von A"

Im vorigen Abschnitt haben wir nur binare, also zweistellige
Relationen diskutiert. Einstellige Relationen auf einer Menge A
sind einfach Teilmengen der Menge A.
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n-stellige Relationen
Mehr iiber Abbildungen

Beispiel 4.22

Seien A=1{1,2,3}, B={0,1} und C = {2,3}.

Dann sind Ry = 0, R, = {(2,0,2)},

Rz ={(1,0,2),(1,1,2),(2,1,3)} und Ry = A x B x C Relationen
uber A, B und C.
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Mehr iiber Abbildungen

Definition 4.23
Seien A und B Mengen und f : A — B eine Abbildung.
Fir A’ C A ist die Menge

fFIA] ={be B:Jac A(f(a) = b)} = {f(a) : a € A}

das Bild von A’ unter f.
Anstelle von f[A’] schreibt man auch f(A').
Fir B’ C B ist die Menge

FB]={acA:f(a) € B}

das Urbild von B’ unter f.
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Beispiel 4.24

Sei A={1,2,3,4,5} und B = {0,1,2}.

Weiter sei f : A — B definiert durch (1) = f(2) =0,
f(3) =1(5) =1und f(4) =2.

SchlieBlich seien A" = {3,4,5} und B’ = {0, 2}.

Dann gilt f[A'] = {1,2} und f~1[B'] = {1,2,4}.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ordnungsrelationen
Hiillenbildungen

n-stellige Relationen
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Satz 4.25
Es seien A und B Mengen und f : A — B eine Funktion. Fiir alle
A1,A> C A und By, B, C B gelten die folgenden Aussagen:

1. f[A1 N Ag] C FIA] N F[A]

FIA1 U As] = F[A1] U f[A]
F1BL N By] = F1[Bi] N F1[By]
F1BL U By] = F1[Bi] U F[By]
FHAIALl 2 A

f[f1[B1]] € B:

I T o
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