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Der euklidische Algorithmus zur Bestimmung des ggT.
Seien m, n ∈ N0 mit m > n.

1. Falls n = 0 ist, so ist gib m als den größten gemeinsamen
Teiler aus.

2. Falls n 6= 0 ist, so bestimme ganze Zahlen q und r mit
0 ≤ r < n und m = q · n + r .

3. Setze m := n und n := r gehe zurück zu 1.

Der Algorithmus endet also, wenn n = 0 erreicht wird. Die dann
ausgegebene Zahl ist der größte gemeinsame Teiler der
ursprünglichen Werte von m und n.
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Modulare Arithmetik

Definition 2.27
Es sei m eine natürliche Zahl. Zwei ganze Zahlen a und b sind
kongruent modulo m, falls a und b denselben Rest bei Division
durch m haben.
Ist a kongruent zu b modulo m, so schreiben wir a ≡ b (modm).

a ≡ b (modm) gilt genau dann, wenn a− b durch m teilbar ist.
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Definition 2.30
Für jede natürliche Zahl m und jede ganze Zahl a heißt die Menge
[a]m := {b ∈ Z : b modm = amodm} die Restklasse von a modulo
m.

Für jede natürliche Zahl m gibt es genau m verschiedene
Restklassen modulo m, nämlich [0]m, . . . , [m − 1]m.
Diese Restklassen sind paarweise disjunkt und es gilt
Z = [0]m ∪ · · · ∪ [m − 1]m.
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Restklassen modulo m, nämlich [0]m, . . . , [m − 1]m.
Diese Restklassen sind paarweise disjunkt und es gilt
Z = [0]m ∪ · · · ∪ [m − 1]m.

Mathematik 1 für Studierende der Informatik



Elementare Zahlentheorie
Elementare Kombinatorik

ggT und kgV
Modulare Arithmetik

Definition 2.30
Für jede natürliche Zahl m und jede ganze Zahl a heißt die Menge
[a]m := {b ∈ Z : b modm = amodm} die Restklasse von a modulo
m.

Für jede natürliche Zahl m gibt es genau m verschiedene
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Satz 2.31
Für alle m ∈ N und alle a, b, c , d ∈ Z gilt:

1. a ≡ a (modm)

2. a ≡ b (modm)⇒ b ≡ a (modm)

3. a ≡ b (modm) ∧ b ≡ c (modm)⇒ a ≡ c (modm)

4. a ≡ b (modm)⇒ −a ≡ −b (modm)

5. a ≡ b (modm) ∧ c ≡ d (modm)⇒ a + c ≡ b + d (modm)

6. Gilt ggT(c ,m) = 1, so folgt aus c · a ≡ c · b (modm) die
Kongruenz a ≡ b (modm).
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Definition 2.33
Für eine reelle Zahl r ist dre die kleinste Zahl ≥ r .
Analog ist brc die größte ganze Zahl ≤ r .
Man nennt d e die obere Gaußklammer und b c die untere
Gaußklammer.

Für alle m ∈ Z und n ∈ N gilt m div n = bmn c sowie
mmod n = m − n · bmn c.
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Satz 3.2
1. (Additionsregel) M sei eine endliche Menge und M1, . . . ,Mn

seien disjunkte Teilmengen von M mit M = M1 ∪ · · · ∪Mn. Dann
gilt

|M| =
k∑

i=1

|Mi |.

2. (Multiplikationsregel) Seien A1, . . . ,An endliche Mengen. Dann
gilt

|A1 × · · · × An| = |A1| · . . . · |An| =
n∏

i=1

|Ai |.

3. (Gleichheitsregel) Seien A und B zwei endliche Mengen. Dann
gilt |A| = |B| genau dann, wenn es eine Bijektion f : A→ B gibt.
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Eine typische Anwendung der Multiplikationsregel ist die folgende:
Für ein n ∈ N betrachten wir n Kästchen K1, . . . ,Kn.

. . .

K1 K2
. . . Kn

In das erste Kästchen K1 legen wir ein Objekt a1, in das zweite
Kästchen K2 ein Objekt a2 und so weiter.
Wenn wir k1 Möglichkeiten haben, das erste Kästchen K1 zu
belegen, k2 Möglichkeiten, das zweite Kästchen K2 zu belegen und
so weiter, dann gibt es insgesamt k1 · k2 · . . . · kn Möglichkeiten,
die n Kästchen zu belegen.
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Wenn wir k1 Möglichkeiten haben, das erste Kästchen K1 zu
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Beispiel 3.3

1. Eine Kennziffer bestehe aus drei Buchstaben und vier
darauffolgenden Ziffern, wie FAB3447 oder ARR5510. Wieviele
derartige Kennziffern gibt es?
Nach der Multiplikationsregel gibt es

26 · 26 · 26 · 10 · 10 · 10 · 10 = 263 · 104 = 175760000

Kennziffern.
2. Wieviele Kennziffern wie in (1) gibt es, in denen kein Buchstabe
und keine Ziffer doppelt vorkommen?
Nach der Multiplikationsregeln ergibt sich

26 · 25 · 24 · 10 · 9 · 8 · 7 = 78624000.
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3. Gegeben seien 15 unterschiedliche Bücher, von denen 8 auf
Englisch, 3 auf Deutsch und 4 auf Russisch sind. Auf wie viele
Arten kann man zwei Bücher in verschiedenen Sprachen
auswählen?
Nach Additions- und Multiplikationsregel ergibt sich

8 · 3 + 8 · 4 + 3 · 4 = 68.
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Wir diskutieren im Folgenden fünf grundlegende Fragestellungen,
die wir Grundaufgaben nennen.
Vorher definieren wir noch Tupel der Länge 0.

Definition 3.4
Für eine beliebige Menge M sei ∅ das eindeutig bestimmte 0-Tupel
von Elementen von M. Mit anderen Worten, M0 = {∅}.
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Grundaufgabe 1. Es seien n, k ∈ N0. Wie viele k-Tupel von
Elementen einer n-elementigen Menge gibt es?

Antwort: nk

Diese Antwort ergibt sich sofort mit Hilfe der
Multiplikationsregel.
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Beispiel 3.5

1. Sei M = {a, b}. Dann gibt es 23 = 8 3-Tupel von Elementen
von M.
Es gilt

M3 = {(a, a, a), (a, a, b), (a, b, a), (a, b, b),

(b, a, a), (b, a, b), (b, b, a), (b, b, b)}.

2. Sei M = {a, b, c , d , e, f , g}. Dann gibt es 73 = 343 3-Tupel von
Elementen von M.
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Grundaufgabe 2. Es seien n, k ∈ N0. Wieviele k-Tupel von
Elementen einer n-elementigen Menge gibt es, in denen kein
Element doppelt vorkommt?

Antwort: Falls k ≥ 1 ist, so gibt es nach der Multiplikationsregel
n · (n − 1) · . . . · (n − (k − 1)) k-Tupel von Elementen einer
n-elementigen Mengen, in denen kein Element doppelt vorkommt.
Ist k = 0, so gibt es genau ein k-Tupel.
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Element doppelt vorkommt?

Antwort: Falls k ≥ 1 ist, so gibt es nach der Multiplikationsregel
n · (n − 1) · . . . · (n − (k − 1)) k-Tupel von Elementen einer
n-elementigen Mengen, in denen kein Element doppelt vorkommt.
Ist k = 0, so gibt es genau ein k-Tupel.
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Definition 3.6
Für n, k ∈ N0 sei

nk :=

{
n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1), falls k ≥ 1 und

1, sonst.

Beispiel 3.7

1. 70 = 1

2. 71 = 7

3. 72 = 7 · 6 = 42

4. 73 = 7 · 6 · 5 = 210
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Für n, k ∈ N0 sei

nk :=
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Beispiel 3.8

Sei M = {a, b, c, d , e, f , g}. Dann gibt es 73 = 210 3-Tupel von
Elementen von M, in denen kein Element doppelt vorkommt.

Definition 3.9
Sei M eine Menge. Eine Permutation von M ist eine Bijektion
π : M → M.

Beispiel 3.10

Sei M = {1, 2, 3}. Wir definieren π : M → M durch π(1) = 3,
π(2) = 1 und π(3) = 2. Dann ist π eine Permutation auf M.
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Sei M = {a, b, c, d , e, f , g}. Dann gibt es 73 = 210 3-Tupel von
Elementen von M, in denen kein Element doppelt vorkommt.

Definition 3.9
Sei M eine Menge. Eine Permutation von M ist eine Bijektion
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Beispiel 3.8

Sei M = {a, b, c, d , e, f , g}. Dann gibt es 73 = 210 3-Tupel von
Elementen von M, in denen kein Element doppelt vorkommt.

Definition 3.9
Sei M eine Menge. Eine Permutation von M ist eine Bijektion
π : M → M.

Beispiel 3.10

Sei M = {1, 2, 3}. Wir definieren π : M → M durch π(1) = 3,
π(2) = 1 und π(3) = 2. Dann ist π eine Permutation auf M.
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Ist M eine endliche Menge {m1, . . . ,mn}, wobei wir annehmen,
dass die mi paarweise verschieden sind, so kann man eine
Permutation π : M → M in der Form(

m1 m2 . . . mn

π(m1) π(m2) . . . π(mn)

)
darstellen.

Aus der Grundaufgabe 2 ergibt sich, dass die Anzahl der
Permutationen einer n-elementigen Menge genau
nn = n · (n − 1) · . . . · 1 ist.
Anstelle von nn schreibt man üblicher Weise n! (gelesen “n
Fakultät”).
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dass die mi paarweise verschieden sind, so kann man eine
Permutation π : M → M in der Form(

m1 m2 . . . mn

π(m1) π(m2) . . . π(mn)

)
darstellen.

Aus der Grundaufgabe 2 ergibt sich, dass die Anzahl der
Permutationen einer n-elementigen Menge genau
nn = n · (n − 1) · . . . · 1 ist.
Anstelle von nn schreibt man üblicher Weise n! (gelesen “n
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Ist M eine endliche Menge {m1, . . . ,mn}, wobei wir annehmen,
dass die mi paarweise verschieden sind, so kann man eine
Permutation π : M → M in der Form(

m1 m2 . . . mn

π(m1) π(m2) . . . π(mn)

)
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Beispiel 3.11

0! = 00 = 1, 1! = 11 = 1, 2! = 22 = 2 · 1 = 2,
10! = 1010 = 10 · 9 · . . . · 2 · 1 = 3628800.

Beispiel 3.12

1. Sei M = {1, 2, 3}. Dann gibt es genau 3! = 3 · 2 · 1 = 6
Permutationen von M:(

1 2 3
1 2 3

) (
1 2 3
1 3 2

) (
1 2 3
2 1 3

)
(

1 2 3
3 2 1

) (
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
3 1 2

)

2. Sei M = {a, b, c , d , e, f , g}. Dann gibt es 7! = 5040
Permutationen von M.
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Beispiel 3.11

0! = 00 = 1, 1! = 11 = 1, 2! = 22 = 2 · 1 = 2,
10! = 1010 = 10 · 9 · . . . · 2 · 1 = 3628800.

Beispiel 3.12
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Grundaufgabe 3. Es sei n ≥ k ≥ 0. Wieviele k-elementige
Teilmengen einer n-elementigen Menge gibt es?

Antwort: Es gibt nk

k! k-elementige Teilmengen einer n-elementigen
Menge.
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Grundaufgabe 3. Es sei n ≥ k ≥ 0. Wieviele k-elementige
Teilmengen einer n-elementigen Menge gibt es?

Antwort: Es gibt nk

k! k-elementige Teilmengen einer n-elementigen
Menge.
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Für die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge schreibt man auch

(n
k

)
.

Es gilt (
n

k

)
=

nk

k!
=

nk · (n − k)!

k! · (n − k)!
=

n!

k! · (n − k)!
.

Ist k ≥ 1, so können wir auch(
n

k

)
=

n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1)

k · (k − 1) · . . . · 1

schreiben.

Definition 3.13
Für n, k ∈ N0 mit n ≥ k ≥ 0 nennt man die Zahl

(n
k

)
= nk

k! einen
Binomialkoeffizienten.
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Für die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
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Für die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge schreibt man auch

(n
k

)
.

Es gilt (
n

k

)
=

nk

k!
=

nk · (n − k)!

k! · (n − k)!
=

n!

k! · (n − k)!
.

Ist k ≥ 1, so können wir auch(
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=

n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1)

k · (k − 1) · . . . · 1
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(n
k
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k! einen
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Beispiel 3.14

Sei M = {a, b, c, d , e, f , g}. Dann hat M genau(
7

3

)
=

7 · 6 · 5
3 · 2 · 1

= 35

3-elementige Teilmengen.

Satz 3.15 (Rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten)

Für alle n, k ∈ N mit n ≥ 2 und 1 ≤ k ≤ n − 1 gilt(
n

k

)
=

(
n − 1

k

)
+

(
n − 1

k − 1

)
.
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Beispiel 3.14

Sei M = {a, b, c, d , e, f , g}. Dann hat M genau(
7

3

)
=

7 · 6 · 5
3 · 2 · 1

= 35

3-elementige Teilmengen.

Satz 3.15 (Rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten)

Für alle n, k ∈ N mit n ≥ 2 und 1 ≤ k ≤ n − 1 gilt(
n

k

)
=

(
n − 1

k

)
+

(
n − 1

k − 1

)
.
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Wir ordnen die Binomialkoeffizienten wie folgt im Pascalschen
Dreieck an: (0

0

)(1
0

) (1
1

)(2
0

) (2
1

) (2
2

)(3
0

) (3
1

) (3
2

) (3
3

)(4
0

) (4
1

) (4
2

) (4
3

) (4
4

)
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Die Binomialkoeffizienten verdanken ihren Namen dem folgenden
Satz:

Satz 3.16 (Binomischer Lehrsatz)

Seien a, b ∈ R. Dann gilt für alle n ∈ N0

(a + b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
an−ibi

= an +

(
n

1

)
an−1b + . . .+

(
n

n − 1

)
abn−1 + bn.
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n
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