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Satz 2.7 (Geometrische Summenformel)
Sei q eine reelle Zahl # 1 und n € Ny. Dann gilt

z”:qi:l_qn—&-l

i=0 1-q
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Ist A(n) eine Aussageform und gelten A(1) und
Vn € N(A(n) = A(n+ 1)), so kénnen wir die Menge
S ={n e N: A(n) ist wahr} betrachten und stellen Folgendes fest:

1.1€8S
2. neS=n+1eS

Eine Menge mit den Eigenschaften (1) und (2) nennen wir
induktiv.

Wir konnen also bei 1 anfangen, in Einerschritten zu zahlen, ohne
jemals die Menge S zu verlassen.

Nach unserer Intuition iiber die natiirlichen Zahlen erreichen wir
dabei alle natiirlichen Zahlen.

Also gilt N C S. Andererseits ist S C N.

Es folgt S = N. Also gilt A(n) fir alle n € N.
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Die folgende Axiome prazisieren unsere Intuition lber die
natiirlichen Zahlen.

Hierbei steht n’ fiir den Nachfolger von n in den natiirlichen
Zahlen, also fir n+ 1.

Definition 2.11
Die folgenden Axiome sind die Peano-Axiome fiir die natiirlichen

Zahlen.

1.1eN

2.neN=neN

3.neN=n#1

4 mneN= (m'=n= m=n)

5. (leSAVneN(neS=ne€S)=NCS

Das Axiom (5) ist das Induktionsaxiom, welches garantiert, dass
wir Satze mittels vollstandiger Induktion beweisen konnen.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Natiirliche Zahlen un vollstandige Induktion
Ganze und rationale Zahlen
Die reellen Zahlen

Teilbarkeit, Primzahlen und der euklidische Algorithmus
ggT und kgV

Normalsprachlich lauten die Axiome wie folgt:

1. 1 ist eine naturliche Zahl.

2. Der Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist wieder eine
naturliche Zahl.

1 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.
Die Nachfolgerfunktion n+ n’ ist injektiv.

Jede induktive Menge enthalt alle natiirlichen Zahlen.
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Satz 2.12
Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen hat ein kleinstes Element.
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Ganze und rationale Zahlen (Abschnitt 2.3)
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist die Menge aller Briiche
mit m,n € Z und n # 0.

Da wir jede ganzen Zahl m mit dem Bruch 7' identifzieren konnen,
fassen wir Z als eine Teilmenge von Q auf.

Wir erinnern uns kurz daran, wie man Briliche addiert und

multipliziert:
m m m-n+mn

n n’ n-n
/ /

m m m-m
n n n-n

Die folgenden Rechenregeln fiir rationale Zahlen a, b, ¢ setzen wir
als bekannt voraus:
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(K1) Assoziativgesetze
» a+(b+c)=(a+b)+c
» a-(b-c)=(a-b)-c
(K2) Kommutativgesetze
» at+b=b+a
»a-b=b-a
(K3) Distributivgesetz
» a-(b+c)=a-b+a-c
(K4) Existenz neutraler Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation
» a+0=a
»l.-a=a
(K5) Existenz inverser Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation
» Es gibt ein Element —a mit a + (—a) = 0.
» Falls a # 0 ist, so gibt es ein Element a=! mit a-a~! = 1.
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Definition 2.13

Sei K eine Menge, 0 und 1 zwei verschiedene Elemente von K und
+:KxK—Kund-: Kx K — K Abbildungen.

Dann heiBt K zusammen mit 0, 1, + und - ein Korper, falls die
Axiome (K1)—(K5) erfiillt sind.

Wie oben schon bemerkt, erfiillt Q mit der tiblichen Addition und
Multiplikation und mit den bekannten Konstanten 0 und 1 die
Korperaxiome (K1)—(K5).

Die ganzen Zahlen Z mit den Ublichen Rechenoperationen erfiillen
zwar (K1)—(K4), aber sie bilden keinen Korper, da zum Beispiel 2
in Z kein multiplikatives Inverses besitzt:
Es gibt keine ganze Zahl n mit 2-n=1.
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Neben der Struktur eines Kérpers, haben die rationalen Zahlen
noch eine weitere wichtige Eigenschaft. Sie werden durch die
Kleiner-Beziehung < angeordnet.

Fir je zwei verschiedene rationale Zahlen a und b gilt entweder
a < b ("akleiner b") oder a > b (“a groBer b").

Es gelten folgende Regeln (Seite 23 im Skript):
l.a<bAb<c=a<c
2.a<b=a+c<b+c
3.a<b=a-c<b-cfallsc>0.

4. a<b=a-c>b-c falls c <0.
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Wir schreiben a < b fiir (a < bV a = b) und lesen < als
“kleiner-gleich” und > als “groBer-gleich”.
Fir < gelten dhnliche Regeln wie fiir < (Seite 24 im Skript).
l.a<bAb<c=a<c
2. a<b=a+c<b+c
3.a<b=a-c<b-c fallsc>0.
4. a<b=a-c>b-c, falls c <O0.
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Die rationalen Zahlen lassen sich als Punkte auf dem Zahlenstrahl
veranschaulichen.

Dabei liegen die rationalen Zahlen dicht auf dem Zahlenstrahl.
D.h., zwischen je zwei verschiedenen Punkten auf dem
Zahlenstrahl liegt eine rationale Zahl. .

Eine naheliegende Frage ist, ob jeder Punkt auf dem Zahlenstrahl
auch einer rationalen Zahl entspricht.
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Die reellen Zahlen
Mit v/2 bezeichnen wir die positive Lésung der Gleichung x? = 2.
Es stellt sich heraus, dass v/2 keine rationale Zahl ist.

Lemma 2.14
Sei m eine ganze Zahl. Falls m* gerade ist, so ist auch m selbst
gerade.

Satz 2.15
Es gibt keine rationale Zahl a mit a®> = 2.
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v/2 entspricht einem Punkt auf der Zahlengeraden.

Wir konnen Q aber so zur Menge R der reellen Zahlen erweitern,
dass jedem Punkt auf der Zahlengeraden eine reelle Zahl entspricht
und umgekehrt jede reelle Zahl einem Punkt auf der
Zahlengeraden.

Wir konnen reelle Zahlen addieren und multiplizieren, wobei wir
bei Einschrankung dieser Operationen auf Q genau die bekannten
Operationen auf den rationalen Zahlen erhalten.

Mit diesen Operationen bilden die reellen Zahlen einen Korper, wie
die rationalen Zahlen auch.

Die Kleiner-Beziehung < zwischen reellen Zahlen ist so erklart,
dass fur reelle Zahlen a und b die Beziehung a < b genau dann
gilt, wenn der Punkt auf der Zahlengeraden, der a entspricht, links
von dem Punkt liegt, der b entspricht.

Es gelten dieselben Rechenregeln fiir < auf R wie auf Q.
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Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die reellen Zahlen ausgehend
von den rationalen Zahlen zu konstruieren.

Wir werden allerdings nicht naher auf die Konstruktion eingehen.
Alle reellen Zahlen lassen sich als (eventuell unendliche)
Dezimalbriiche darstellen.

Die rationalen Zahlen entsprechen den Dezimalbriichen, die
entweder nach endlich vielen Nachkommastellen abbrechen oder
periodisch werden.

Die reellen Zahlen, die nicht rational sind, heiBen irrational.
Beispiele fiir irrationale Zahlen sind V2, /3, e, ™ und V/5.
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Teilbarkeit, Primzahlen und der euklidische Algorithmus

Definition 2.16

Eine ganze Zahl a ist ein Teiler einer ganzen Zahl b, falls eine
ganze Zahl ¢ mit b = a- c existiert.

Wenn a ein Teiler von b ist, so nennt man b ein Vielfaches von a.
Ist a ein Teiler von b, so schreiben wir a| b.

Ist a kein Teiler von b, so schreiben wir a } b.

Man beachte, dass jede ganze Zahl a die 0 teilt. Es ist namlich
0 = 0- a. Umgekehrt teilt 0 nur sich selber und keine andere ganze
Zahl.
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Ebenso beachte man, dass fiir alle ganzen Zahlen a und b
Folgendes gilt:

alb & —alb< —al—-b< al—b

Damit kann man die Teilbarkeitsbeziehung zwischen ganzen Zahlen
immer auf die Teilbarkeitsbeziehung zwischen natiirlichen Zahlen
zuriickfiihren.
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Satz 2.17
Die Teilbarkeitsbeziehung | hat folgende Eigenschaften:

1. Gilt a| b und b|c, so gilt auch a|c.

2. Aus a1 | by und ay | by folgt a; - az | by - by.

3. Ausa-bla-cunda+#0 folgt b|c.

4. Aus a| by und a| by folgt fiir alle ¢1, ¢, € Z die Beziehung
alby-a+ by c.
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Definition 2.18
Eine natiirliche Zahl n > 2 heiBt Primzahl, wenn n nur durch —1,

1, n und —n teilbar ist.
Die Zahlen 1 und £n nennt man die trivialen Teiler von n.

Satz 2.19 (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Satz 2.20

Jede natiirliche Zahl n > 2 ist ein Produkt der Form p* - ... - p.*
wobei k eine natiirliche Zahl > 1 ist, p1,..., px paarweise
verschiedene Primzahlen sind und o, . .., ay natiirliche Zahlen
sind.

Dabei ist die Produktdarstellung n = pi™* - ... - p;* bis auf die
Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Korollar 2.21

Teilt eine Primzahl p ein Produkt a- b naturlicher Zahlen, so teilt
p eine der beiden Zahlen a und b.
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GroBter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames
Vielfaches

Definition 2.22

Seien a und b natlirliche Zahlen. Der grofte gemeinsame Teiler
von a und b ist die groBte natiirliche Zahl ¢, die sowohl a als auch
b teilt.

Der groBte gemeinsame Teiler von a und b wird mit ggT(a, b)
bezeichnet.

Das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b ist die kleinste
natiirliche Zahl, die sowohl von a als auch von b geteilt wird.

Das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b wird mit kgV/(a, b)
bezeichnet.
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Sei {p1,...,pn} die Menge der Primzahlen, die sowohl a als auch
b teilen.

Fiir jedes i € {1,..., n} sei «; die groBte natiirliche Zahl, so dass
p;" sowohl a als auch b teilt.

Dann ist pi* - ... - py" der groBte gemeinsame Teiler von a und b.

Sei nun {q1,...,qm} die Menge der Primzahlen, die a oder b
teilen.

Fiir jedes i € {1,..., m} sei (5; die groBte natiirliche Zahl, so dass
qu" | a oder q}gl | b gilt.

Dannist ¢;* - ... - q,Bn" das kleinste gemeinsame Vielfache von a
und b.

Es gilt die Beziehung ggT(a, b) - kgV(a, b) = a- b.
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Satz 2.23
Fiir alle m € Z und alle n € N gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
qundr mit0<r<nundm=gq-n+r.

In der Darstellung m = g - n+ r nennt man g den Quotienten von
m und n und r den Rest.

Die Funktion, die m und n den Quotienten g zuordnet wird mit div
bezeichnet.

Die Funktion, die m und n den Rest r zuordnet heit mod.

Es gilt also fiir alle m € Z und alle n € N die Gleichung

m = (mdivn) - n+ (mmod n).
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Fiir ganze Zahlen m und n gilt ggT(m, n) = ggT(n,m mod n).
Fir jede natiirliche Zahl n ist ggT(n,0) = n.
Der euklidische Algorithmus. Seien m, n € Ng mit m > n.

1. Falls n =0 ist, so ist gib m als den groBten gemeinsamen
Teiler aus.

2. Falls n # 0 ist, so bestimme ganze Zahlen g und r mit
0<r<nundm=gq-n+r.

3. Setze m := n und n := r gehe zuriick zu 1.

Der Algorithmus endet also, wenn n = 0 erreicht wird. Die dann
ausgegebene Zahl ist der groBte gemeinsame Teiler von m und n.
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