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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Definition 8.24
Sei K ein Kérper und p € K[X].
Dann heiBt a € K eine Nullstelle von p, falls p(a) = 0 ist.

Satz 8.25
Ein Korperelement a € K ist genau dann eine Nullstelle von
p € K[X], wenn X — a ein Teiler von p ist.

Korollar 8.26
Ein Polynom p € K[X] vom Grad n > 0 hat hochstens n
verschiedene Nullstellen.
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Der Beweis dieses Korollars liefert ein rekursives Verfahren, alle
Nullstellen eines Polynoms zu bestimmen, wenn man in der Lage
ist, einzelne Nullstellen zu bestimmen:

Sei p € K[X] ein Polynom vom Grad n > 0.

Bestimme eine Nullstelle a; von p und teile p durch (X — a1).
Wiederhole das Verfahren mit p/(X — a1).

Iteriere das Verfahren solange, wie der Grad des Polynom > 0 ist.
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Kérper und Polynome Vektorrechnung und Matrizenringe

Um Nullstellen von Polynomen zweiten Grades tuiber R zu
bestimmen, gibt es die bekannte p-g-Formel:

Das Polynom X? 4 pX + g hat die Nullstellen

2
p p
X1 = 2+ 42 9
und
- PP
2 2 4 ’

falls die Diskriminante %2 — g nicht negativ ist.
Ist %2 — g <0, so hat X2 + pX + g keine reellen Nullstellen.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Herleitung der p-g-Formel:
Gegeben sei eine quadratische Gleichung der Form

X2+ pX+qg=0.

Diese Gleichung lasst sich nicht einfach nach X auflosen.
Eine Gleichung der Form

(X+a)2=hb

lasst sich allerdings einfach nach X auflosen:
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Aus (X + a)? = b folgt b >0 und X + a = +Vb.
Ist (X 4 a)?> = b genau dann losbar, wenn b > 0 gilt, und die
Losungen sind die Zahlen x; o = —a & Vb.

Die Gleichung X? + pX 4+ g = 0 kdnnen wir aber auf die Form
(X + a)? = b bringen:

X24+pX+q = 0
2B (8 - (£ va = o
o (3 = (3 -
2 2
(x+3) = (5) -a
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

2 .
Setzt man also a:= 5 und b= (g)2 — g =5 — g, so hat man die

Gleichung X2 + pX + g = 0 in die Form (X + a)? = b iiberfiihrt.

Damit ist X2+ pX 4+ g = 0 genau dann I5sbar, wenn (%)2 —qg>0
gilt.
In diesem Falle lauten die Losungen

2
X172:—82E\/E:—g:|: (g) —dq.

Das erklart die Giiltigkeit der p-g-Formel.
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Ringe, Korper und Polynome

Indem man ein von O verschiedenes Polynom durch seinen
Leitkoeffizienten teilt, kann man es normieren, ohne die Nullstellen
zu verandern.

Damit lost die p-g-Formel das Problem des Findens von Nullstellen
von Polynomen vom Grad 2 liber R.

Nullstellen von Polynomen vom Grad 1 lassen sich direkt durch
Auflésen einer Gleichung mittels Aquivalenzumformungen finden.
Fir Polynome 3. und 4. Grades iiber R gibt es auch Formeln, die
aber zu umfangreich sind, um sie hier zu diskutieren.

Man kann beweisen, dass es zur Berechnung von Nullstellen von
Polynomen 5. Grades tiber R keine allgemeinen Formeln mehr gibt.
Allerdings kann man mit Hilfe numerischer Verfahren immer noch
Naherungslosungen fiir Gleichungen der Form p(x) = 0 finden.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Hilfreich ist allerdings folgender Satz:
Satz 8.27

Seip=X"+a,_1 X" 1+ ... 4 ay ein normiertes Polynom vom
Grad n > 0 mit ganzzahligen Koeffizienten.

Dann ist jede Nullstelle a € Q von p eine ganze Zahl, die ag teilt.
Der Beweis dieses Satzes iibersteigt den Rahmen dieser Vorlesung.
Der Satz zeigt aber, dass man die rationalen Nullstellen eines
normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten einfach durch
Ausprobieren der Teiler des konstanten Summanden des Polynoms
finden kann.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.28

Sei p= X3 —6X?+ 11X — 6 € Q[X].

Wir wollen die rationalen Nullstellen von p finden.

Nach Satz 8.27 sind die rationalen Nullstellen in Wirklichkeit ganze
Zahlen, die —6 teilen.

Die Kandidaten sind also —6,—-3,-2,—1,1,2, 3, 6.

Als erstes probieren wir 1 aus, weil in diesem Fall die Rechnung am
einfachsten ist.

Esgilt p(1)=1-6+11—-6=0.

Damit haben wir die erste Nullstelle a; = 1 von p gefunden.
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Ringe, Korper und Polynome

Nun teilen wir p durch X — 1.

X3—6X24+11X —6): (X —1) =X2—5X +6

— X3 4+ X2
—5X% 4+ 11X
5X? —5X
6X — 6
—6X +6
0

Die weiteren Nullstellen von p sind Nullstellen des Quotienten
qg=X?>—-5X+6.
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Kérper und Polynome Vektorrechnung und Matrizenringe

Da g ein Polynom zweiten Grades ist, konnen wir die p-g-Formel
benutzen, um die Nullstellen von X? —5X + 6 zu finden.
Die Diskriminante ist in diesem Falle

2 25 24 1 1\2
4 4 4 4 2
Es gilt
-5 5 1
32——74‘\/ —54‘5—3
und 5 5 )
B=—5 Vb=5-5=2

Damit haben wir alle Nullstellen von p gefunden.
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Ringe, Korper und Polynome

Wir fihren eine weitere Polynomdivision durch.

( X?2=5X+6):(X-2)=X-3

— X2 42X
—3X+6
3X -6

0
Damit gilt
X3 —6X2 4+ 11X -6 = (X — 1)(X —2)(X —3).

Die Polynome vom Grad 1, die dabei auftreten, nennt man in
diesem Zusammenhang Linearfaktoren, da ihre Graphen Geraden
(“Linien") sind.

Man sagt, dass p tiber R in Linearfaktoren zerfallt.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Nicht jedes Polynom zerfallt tiber R in Linearfaktoren.

Ein einfaches Beispiel ist p = X2 + 1.

Fir jede reelle Zahl a ist p(a) > 1.

Damit hat p keine reellen Nullstellen und lasst sich damit auch
nicht als Produkt von Polynomen vom Grad 1 schreiben.

Im zweiten Teil der Vorlesung werden wir einen Erweiterungskorper
von R, also einen Korper, der R umfasst, kennenlernen, tiber dem
jedes nichtkonstante Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

Dies ist der Korper C der komplexen Zahlen.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Vektorrechnung und Matrizenringe

Erinnerung: Fiir einen Korper K und n € N ist K" die Menge
aller n-Tupel mit Eintragen aus K.

Wir definieren eine Addition auf K".
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Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Vektorrechnung und Matrizenringe

Definition 8.29

Wir nennen die Elemente von K" Vektoren.

Die Summe zweier Vektoren (a1,...,an),(b1,...,bn) € K"
definieren wir komponentenweise.

Es sei

(31,...,an)—|—(b1,...,bn) ::(al—l—bl,...,an—i—bn).

AuBerdem definieren wir die Multiplikation von Vektoren mit
Elementen des Korpers K.
Seia € Kund v=(a1,...,a,) € K". Dann sei

av = (aay,...,qap).

In diesem Zusammenhang nennt man « einen Skalar mit dem der
Vektor v skaliert wird.
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Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Vektorrechnung und Matrizenringe

Beispiel 8.30

Wir stellen uns Vektoren in R? als Punkte in der
Anschauungsebene oder als Pfeile vom Nullpunkt zu einem Punkt
in der Ebene vor.

Die Summe von Vektoren lasst sich dann geometrisch als
Aneinanderreihung von Pfeilen interpretieren.

Entsprechendes gilt in R3 oder ganz allgemein in R”, wobei unsere
Anschauung im Falle n > 3 natiirlich sehr herausgefordert wird.
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. Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Korper und Polynome

Vektorrechnung und Matrizenringe

Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

x-Achse
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. Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Korper und Polynome

Vektorrechnung und Matrizenringe

Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

w x-Achse
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. Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Korper und Polynome

Vektorrechnung und Matrizenringe

Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

w (um v verschoben)

w x-Achse
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. Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Korper und Polynome

Vektorrechnung und Matrizenringe

Sei v :=(—1,3) und w := (2, -1).

y-Achse

w (um v verschoben)

v+ w

w x-Achse
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Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Vektorrechnung und Matrizenringe

Sei a =25 und v :=(—1,3).
Dann ist av = (—2.5,7.5).

Die Multiplikation mit dem Skalar « entspricht einer Streckung um
den Faktor .
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Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Vektorrechnung und Matrizenringe

Satz 8.31
Sei K ein Kérper und n € N.

a) (K", +) ist eine abelsche Gruppe.

Das neutrale Element der Addition ist der Vektor (0,...,0), den
wir den Nullpunkt nennen.

b) Fiir alle viw € K" und alle o, € K gilt:

1. a(v+w)=av+aw
2. (¢ + B)v =av + fBv
3. (a-A)v = a(v)

4. 1v = v.

Eine Struktur der Form K" mit der Operation + und der
Multiplikation mit Skalaren ist ein Vektorraum.
Wir werden Vektorraume im zweiten Teil der Vorlesung studieren.
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Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Vektorrechnung und Matrizenringe

Beispiel 8.32

Wir betrachten wieder R? und v = (-1, 3).
Sei
U={av:aecR}.

Dann ist U eine Untergruppe von (R2, +).

Fiir a;, 8 € R gilt namlich nach Satz 8.31

av —fv=(a+(=p))v e U.

Nach unserem Kriterium fiir Untergruppen folgt nun, dass U
tatsichlich eine Untergruppe von (R?, ) ist.

Die Menge U der skalaren Vielfachen von v ist einfach die Gerade
durch den 0-Punkt, die den Vektor v enthalt.

Die Nebenklassen von U in R? sind die Geraden in R?, die zu der
Geraden U parallel sind.
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. Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
, Kérper und Polynome

Vektorrechnung und Matrizenringe

Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

y-Achse

x-Achse
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. Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Korper und Polynome
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Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

y-Achse

x-Achse
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. Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Korper und Polynome

Vektorrechnung und Matrizenringe

Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

y-Achse

w x-Achse
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Sei v:=(-1,3) und w:=(2,—1) und U := {av: a € R}.

w+ U
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Wir definieren noch eine weitere Operation zwischen Vektoren in
K".

Definition 8.33

Seien (a1,...,an), (b1,...,by) € K".

Dann ist das (Standard-) Skalarprodukt von v = (a1,...,a,) und
w = (b1, ..., b,) das Korperelement

(v,w) :=aiby + -+ apby.

Die Bezeichnungen “Skalarprodukt” und “Multiplikation mit einem
Skalar” geben leicht Anlass zur Verwirrung.

Es handelt sich um die Standardbezeichnungen und man muss
aufpassen, dass man sich immer genau klarmacht, worum es geht.
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.34

Wir rechnen wieder liber dem Korper R.
Sei v=(1,2,3) und w = (—1,2,1).
Dann gilt

(viw)=1-(-1)+2-2+3-1=-1+4+3=6.
Man erinnere sich an den Satz von Pythagoras:
In einem rechtwinkligen Dreieck, in dem die Langen der Katheten,
also der Seiten, die am rechten Winkel anliegen, a und b sind, gilt

fur die Lange ¢ der Hypothenuse, also der Seite, die dem rechten
Winkel gentiber liegt, die Gleichung

2>+ b% = 2.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Insbesondere ist der Abstand des Punktes (a, b) € R? vom
Nullpunkt genau v'a2 + b2 = \/((a, b), (a, b)).

y-Achse

(a, b)
Va2 + b?
b
a x-Achse
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Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Vektorrechnung und Matrizenringe

In hoheren Dimensionen gilt das Entsprechende.

Daher nennen wir fiir einen Vektor v € R"” die Zahl |v| = y/(v, V)
den Betrag von v.

Der Betrag von v ist nichts anderes als der Abstand von v vom
0-Punkt.

Der Betrag |\| einer reellen Zahl \ ist der Wert den man erhilt,
wenn man das Vorzeichen von A weglasst.

Soist | —5| =5, |2.5| =2.5 und |0 = 0.

Der folgende Satz fasst die Eigenschaften des
Standardsskalarprodukts und des Betrages zusammen.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Satz 8.35
a) Sei K ein Kérper und n € N.
Dann gelten folgende Aussagen fiir alle « € K und alle
u,v,w e K"

1. (v,w) = (w,v)

2. {av,w) = alv,w)

3. (u+v,w) = (u,w) + (v,w)
b) Fiir alle n € N, alle v,w € R" und alle A € R gelten die
folgenden Aussagen:

1. |lv|>0
2. |lv|]=0& v=(0,...,0)
3. [Av=|Alv

4. |v+ w| < |v|+ |w| (Dreiecksungleichung)
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
Vektorrechnung und Matrizenringe

Ringe, Korper und Polynome

Definition 8.36

Seien m,n € N und sei K ein Korper.Eine m x n-Matrix iiber K ist
ein rechteckiges Zahlenschema der Form

all dl12 e din
ani dno e aon

)
dml adm2 ... amn

wobei die a;; Elemente von K sind.
Wir schreiben eine solche Matrix kiirzer (ajj)1<i<ma1<j<n Oder
auch einfach (aj;;), wenn die Dimension m x n der Matrix klar ist.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

In einer Matrix (ajj)1<i<mai<j<n Nennen wir (a1, ..., aj,) die i-te
Zeile und
alj

amj

die j-te Spalte.
Die Menge der m x n-Matrizen iber dem Korper K bezeichnen wir
mit K™x",
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Definition 8.37

Fiir zwei m x n-Matrizen A = (a;;) und B = (bj;) liber einem
Kérper K sei A+ B die Matrix (aj + bjj).

Der Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Matrix
A+ B lautet also aj; + bjj.

Die m x n-Matrix, deren Eintrage alle 0 sind, nennen wir eine
Nullmatrix.

Fir o € K und A= (aj) € K™ sei

aA = (aajj).
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Wie im Falle von K" sieht man schnell, dass (K™*", +) eine
abelsche Gruppe ist.

Neben der Addition von Matrizen und der Multiplikation von
Matrizen gibt es eine weitere Verkniipfung von Matrizen, die fast
noch wichtiger ist als die beiden schon genannten Operationen,
namlich die Matrizenmultiplikation.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Vektorrechnung und Matrizenringe

Definition 8.38

Sei K ein Korper und seien ¢, m, n € N.

Weiter sei A= (a;) € K™ und B = (bj) € K™ ".

Dann ist AB = A- B die ¢ x n-Matrix C = (cj), deren Eintrag cix
das Korperelement

ainbik + -+ + aimbmek,

also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte
von B, ist.
Es gilt also

m
AB = Z a;jbjk
Jj=1

1<i<tA1<k<n
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Eine wichtige, nichttriviale Eigenschaft der Matrizenmultiplikation
ist die Assoziativitat.

Satz 8.39
Sei K ein Kérper und seien k, ¢, m, n € N.
Sind Ae Kkt B e K&m ynd C € K™, so gilt

(A-B)-C=A-(B-Q).
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Betrachtet man n x n-Matrizen fur ein festes n, so kann man die
Matrizen in beliebiger Reihenfolge multiplizieren.

Satz 8.40
Sei n € N und sei K ein Kérper. Dann ist (K"*" 4+, ) ein Ring,
der Ring der n x n-Matrizen lber K.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation in K"*" ist die

Einheitsmatrix
10 0
01 0
En — . 5
00 1

bei der auf der Diagonalen Einsen stehen und sonst nur Nullen.

Die Einheitengruppe des Matrizenringes K"*" sind die
invertierbaren Matrizen. Der Matrizenring K™*" ist fiir n > 1 nicht
kommutativ.
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Vektorrechnung und Matrizenringe

Matrizen und ihre Multiplikation spielen eine wesentliche Rolle
beim Losen linearer Gleichungssystem und damit zum Beispiel auch
in der Optimierung oder fiir bildgebende Verfahren.

In der Graphentheorie kann man Matrizenmultiplikation zum
berechnen von Wegen in Graphen einsetzen.

Matrizen spielen auch eine wesentliche Rolle im
Page-Rank-Algorithmus mit dem zum Beispiel Google die
Reihenfolge der Suchergebnisse festlegt.
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