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Untergruppen und Nebenklassen

Beispiel 7.40
Wir betrachten die Untergruppen der Gruppe Zis.
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Untergruppen und Nebenklassen

Beispiel 7.40

Wir betrachten die Untergruppen der Gruppe Zis.
Die moglichen Ordnungen sind 1, 2, 3, 4, 6 und 12 und alle
Untergruppen sind zyklisch.
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Untergruppen und Nebenklassen
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Untergruppen und Nebenklassen

Beispiel 7.40

Wir betrachten die Untergruppen der Gruppe Zis.
Die moglichen Ordnungen sind 1, 2, 3, 4, 6 und 12 und alle
Untergruppen sind zyklisch.

Fiir alle m € {1,...,11} die zu 12 teilerfremd sind, erzeugt [m]12
die ganze Gruppe Z1>.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Untergruppen und Nebenklassen

Beispiel 7.40

Wir betrachten die Untergruppen der Gruppe Zis.
Die moglichen Ordnungen sind 1, 2, 3, 4, 6 und 12 und alle
Untergruppen sind zyklisch.

Fiir alle m € {1,...,11} die zu 12 teilerfremd sind, erzeugt [m]12
die ganze Gruppe Z15. Es handelt sich um die Zahlen 1, 5, 7, 11.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

[2]12 und [10]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

[2]12 und [10]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}

[3]12 und [9]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [3]12, [6]12, [9]12}-
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

[2]12 und [10]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}

[3]12 und [9]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [3]12, [6]12, [9]12}-

[4]12 und [8]12 erzeugen jeweils die Untergruppe {[0]12, [4]12, [8]12}-
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

[2]12 und [10]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}

[3]12 und [9]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [3]12, [6]12, [9]12}-

[4]12 und [8]12 erzeugen jeweils die Untergruppe {[0]12, [4]12, [8]12}-
[6]12 erzeugt die Untergruppe {[0]12, [6]12}-
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

[2]12 und [10]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}

[3]12 und [9]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [3]12; [6]12, [9]12}-
[4]12 und [8]12 erzeugen jeweils die Untergruppe {[0]12, [4]12, [8]12}-

[6]12 erzeugt die Untergruppe {[0]12, [6]12}-
[0]12 erzeugt schlieBlich die Untergruppe {[0]12}.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

[2]12 und [10]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [2]12, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12}

[3]12 und [9]12 erzeugen jeweils die Untergruppe

{[0]12, [3]12, [6]12, [9]12}-

[4]12 und [8]12 erzeugen jeweils die Untergruppe {[0]12, [4]12, [8]12}-
[6]12 erzeugt die Untergruppe {[0]12, [6]12}-

[0]12 erzeugt schlieBlich die Untergruppe {[0]12}.

Das sind alle Untergruppen von Zq5.
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Permutationen
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Permutationen

Erinnerung: Ist A eine endliche Menge, 7 eine Permutation von A
und a € A, so existiert ein n € N mit 7"(a) = a.
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Permutationen

Erinnerung: Ist A eine endliche Menge, 7 eine Permutation von A
und a € A, so existiert ein n € N mit 7"(a) = a.

Ein Zyklus der Lange n ist eine Permutation der Form
(a1a2...ap), die a; auf a;;1 abbildet und a, auf a;.
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Permutationen

Erinnerung: Ist A eine endliche Menge, 7 eine Permutation von A
und a € A, so existiert ein n € N mit 7"(a) = a.

Ein Zyklus der Lange n ist eine Permutation der Form
(a1a2...ap), die a; auf a;;1 abbildet und a, auf a;.

Zwei Zyklen (a1 ...ap) und (b1 ... bn) heiBen disjunkt, falls die
Mengen {a1,...,an} und {b1,..., by} disjunkt sind.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Permutationen

Erinnerung: Ist A eine endliche Menge, 7 eine Permutation von A
und a € A, so existiert ein n € N mit 7"(a) = a.

Ein Zyklus der Lange n ist eine Permutation der Form
(a1a2...ap), die a; auf a;;1 abbildet und a, auf a;.

Zwei Zyklen (a1 ...ap) und (b1 ... bn) heiBen disjunkt, falls die
Mengen {a1,...,an} und {b1,..., by} disjunkt sind.

Zyklen der Lange 2 heien Transpositionen.
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Permutationen

Satz 7.45
Sei A eine endliche Menge.
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Permutationen

Satz 7.45
Sei A eine endliche Menge.

a) Jede Permutation m von A ist ein Produkt von paarweise
disjunkten Zyklen.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.45
Sei A eine endliche Menge.

a) Jede Permutation m von A ist ein Produkt von paarweise
disjunkten Zyklen.

Eine Darstellung von 7 als Produkt disjunkter Zyklen heiB3t
Zyklenzerlegung von .
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.45
Sei A eine endliche Menge.

a) Jede Permutation m von A ist ein Produkt von paarweise
disjunkten Zyklen.

Eine Darstellung von 7 als Produkt disjunkter Zyklen heiB3t
Zyklenzerlegung von .

Die Zyklenzerlegung von w ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.45
Sei A eine endliche Menge.

a) Jede Permutation m von A ist ein Produkt von paarweise
disjunkten Zyklen.

Eine Darstellung von 7 als Produkt disjunkter Zyklen heiB3t
Zyklenzerlegung von .

Die Zyklenzerlegung von w ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.
b) Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.45
Sei A eine endliche Menge.

a) Jede Permutation m von A ist ein Produkt von paarweise
disjunkten Zyklen.

Eine Darstellung von 7 als Produkt disjunkter Zyklen heiB3t
Zyklenzerlegung von .

Die Zyklenzerlegung von w ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

b) Jeder Zyklus ist ein Produkt von Transpositionen.

c) Jede Permutation von A ist ein Produkt von Transpositionen.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.47
Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge A.
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Permutationen

Satz 7.47

Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge A.

Ist  ein Produkt von gerade vielen Transpositionen, so hat jede
Darstellung von m als Produkt von Transpositionen eine gerade
Anzahl von Faktoren.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.47

Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge A.

Ist  ein Produkt von gerade vielen Transpositionen, so hat jede
Darstellung von m als Produkt von Transpositionen eine gerade
Anzahl von Faktoren.

In diesem Falle nennen wir  eine gerade Permutation.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.47

Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge A.

Ist  ein Produkt von gerade vielen Transpositionen, so hat jede
Darstellung von m als Produkt von Transpositionen eine gerade
Anzahl von Faktoren.

In diesem Falle nennen wir  eine gerade Permutation.
Permutationen, die nicht gerade sind, nennen wir ungerade.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.47

Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge A.

Ist  ein Produkt von gerade vielen Transpositionen, so hat jede
Darstellung von m als Produkt von Transpositionen eine gerade
Anzahl von Faktoren.

In diesem Falle nennen wir  eine gerade Permutation.
Permutationen, die nicht gerade sind, nennen wir ungerade.

Korollar 7.48
Sei A eine endliche Menge.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Satz 7.47

Sei 7 eine Permutation einer endlichen Menge A.

Ist  ein Produkt von gerade vielen Transpositionen, so hat jede
Darstellung von m als Produkt von Transpositionen eine gerade
Anzahl von Faktoren.

In diesem Falle nennen wir  eine gerade Permutation.
Permutationen, die nicht gerade sind, nennen wir ungerade.

Korollar 7.48

Sei A eine endliche Menge.

Die geraden Permutationen bilden eine Untergruppe der Gruppe
aller Permutationen von A vom Index 2.
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Permutationen

Beispiel 7.49
Die Gruppe S3 hat 3! = 6 Elemente.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Beispiel 7.49

Die Gruppe S3 hat 3! = 6 Elemente.
Damit gibt es 3 gerade Permutationen und 3 ungerade
Permutationen.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Beispiel 7.49

Die Gruppe S3 hat 3! = 6 Elemente.
Damit gibt es 3 gerade Permutationen und 3 ungerade
Permutationen.

Die die geraden Permutationen sind die Identitat, (123) = (12)(23)
und (321) = (32)(21).
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Beispiel 7.49

Die Gruppe S3 hat 3! = 6 Elemente.

Damit gibt es 3 gerade Permutationen und 3 ungerade
Permutationen.

Die die geraden Permutationen sind die Identitat, (123) = (12)(23)
und (321) = (32)(21).
Die ungeraden Permutationen sind (12), (13) und (23).
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Man beachte, dass die Darstellungen von Permutationen als
Produkt von Transpositionen nicht eindeutig ist.
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Man beachte, dass die Darstellungen von Permutationen als
Produkt von Transpositionen nicht eindeutig ist.
Es gilt zum Beispiel

(123) = (12)(23) = (231) = (23)(31) = (312) = (31)(12).
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Man beachte, dass die Darstellungen von Permutationen als
Produkt von Transpositionen nicht eindeutig ist.
Es gilt zum Beispiel

(123) = (12)(23) = (231) = (23)(31) = (312) = (31)(12).

Auch die Anzahl der Transpositionen ist nicht eindeutig:
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Man beachte, dass die Darstellungen von Permutationen als
Produkt von Transpositionen nicht eindeutig ist.
Es gilt zum Beispiel

(123) = (12)(23) = (231) = (23)(31) = (312) = (31)(12).
Auch die Anzahl der Transpositionen ist nicht eindeutig:

(321) = (32)(21) = (123)? = (12)(23)(31)(12)
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Untergruppen und Nebenklassen
Permutationen

Man beachte, dass die Darstellungen von Permutationen als
Produkt von Transpositionen nicht eindeutig ist.
Es gilt zum Beispiel

(123) = (12)(23) = (231) = (23)(31) = (312) = (31)(12).
Auch die Anzahl der Transpositionen ist nicht eindeutig:

(321) = (32)(21) = (123)? = (12)(23)(31)(12)

Was aber nach Satz 7.47 eindeutig ist, ist die Anzahl der
Transpositionen modulo 2.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe

Definition 8.1

Eine Menge R zusammen mit zwei binaren Operationen + und -
und zwei verschiedenen Konstanten 0 und 1 heiBt ein Ring (mit 1),
falls fiir alle a, b, c € R die folgenden Axiome (R1)—(R5) gelten:
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

(R1) Assoziativgesetze

» a+(b+c)=(a+b)+c
» a-(b-c)=(a-b)-c
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

(R1) Assoziativgesetze
» a+(b+c)=(a+b)+c
» a-(b-c)=(a-b)-c
(R2) Kommutativgesetz der Addition:
»at+b=b+a
Distributivgesetze
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

(R1) Assoziativgesetze
» a+(b+c)=(a+b)+c
» a-(b-c)=(a-b)-c
(R2) Kommutativgesetz der Addition:
»at+b=b+a
(R3) Distributivgesetze
» a-(b+c)=a-b+a-c
» (b+c)-a=b-a+c-a
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

(R1) Assoziativgesetze
» a+(b+c)=(a+b)+c
» a-(b-c)=(a-b)-c
(R2) Kommutativgesetz der Addition:
» at+b=b+a
(R3) Distributivgesetze
» a-(b+c)=a-b+a-c
» (b+c)-a=b-a+c-a
(R4) Existenz neutraler Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation

» a+0=a
» l-a=a
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

(R1) Assoziativgesetze
» a+(b+c)=(a+b)+c
» a-(b-c)=(a-b)-c
(R2) Kommutativgesetz der Addition:
» at+b=b+a
(R3) Distributivgesetze
» a-(b+c)=a-b+a-c
» (b+c)-a=b-a+c-a
(R4) Existenz neutraler Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation
»a+0=a
»l-a=a
(R5) Existenz inverser Elemente beziiglich der Addition
» Es gibt ein Element —a mit a+ (—a) = 0.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Man beachte, dass der offizielle Name fur hier definierten
Strukturen “Ring mit 1" lautet.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Man beachte, dass der offizielle Name fur hier definierten
Strukturen “Ring mit 1" lautet.

Wir werden aber keine Ringe ohne 1 betrachten und sagen daher
abkiirzend einfach “Ring”, obwohl wir eigentlich “Ring mit 1"

meinen.
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Ringe

Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.

Definition 8.2
Eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und - ist ein Ring
(mit 1) falls gilt:
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.

Definition 8.2
Eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und - ist ein Ring
(mit 1) falls gilt:

(RI) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.

Definition 8.2
Eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und - ist ein Ring
(mit 1) falls gilt:

(RI) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(RI) (R\ {0},-) ist ein Monoid.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.

Definition 8.2
Eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und - ist ein Ring
(mit 1) falls gilt:
(RI) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(RI) (R\ {0},-) ist ein Monoid.
(RIIT) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fiir alle a, b, c € R gilt:
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Ringe

Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.

Definition 8.2
Eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und - ist ein Ring
(mit 1) falls gilt:
(RI) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(RI) (R\ {0},-) ist ein Monoid.
(RIIT) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fiir alle a, b, c € R gilt:
»a-(b+c)=a-b+a-c
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Ringe

Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.

Definition 8.2
Eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und - ist ein Ring
(mit 1) falls gilt:
(RI) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(RI) (R\ {0},-) ist ein Monoid.
(RIIT) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fiir alle a, b, c € R gilt:

»a-(b+c)=a-b+a-c
» (b+c)-a=b-a+c-a
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Ringe

Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Unter Verwendung der Begriffe Gruppe und Monoid konnen wir
Ringe auch in der folgenden kompakten Form definieren.

Definition 8.2
Eine Menge R mit zwei bindren Operationen + und - ist ein Ring
(mit 1) falls gilt:
(RI) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(RI) (R\ {0},-) ist ein Monoid.
(RIIT) Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fiir alle a, b, c € R gilt:
»a-(b+c)=a-b+a-c
» (b+c)-a=b-a+c-a

Bei dieser Definition definieren wir 0 als das neutrale Element der
Addition und 1 als das neutrale Element der Multiplikation.
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Ringe

Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie ublich schreiben wir —a fur das additive Inverse eines
Ringelements a und a~! fiir das multiplikative Inverse, falls es denn
existiert.
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Ringe

. " Der Polynomring K[X]
Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie ublich schreiben wir —a fur das additive Inverse eines

Ringelements a und a~! fiir das multiplikative Inverse, falls es denn
existiert.

Beispiel 8.3
a) Jeder Korper ist ein Ring.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Wie iblich schreiben wir —a fiir das additive Inverse eines
Ringelements a und a~! fiir das multiplikative Inverse, falls es denn
existiert.

Beispiel 8.3

a) Jeder Korper ist ein Ring.

Umgekehrt ist ein Ring (R, +, ) ein Korper, wenn das

Kommutativgesetz fiir - gilt und jedes von 0 verschiedene Element
ein multiplikatives Inverses besitzt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie ublich schreiben wir —a fur das additive Inverse eines
Ringelements a und a~! fiir das multiplikative Inverse, falls es denn
existiert.

Beispiel 8.3

a) Jeder Korper ist ein Ring.

Umgekehrt ist ein Ring (R, +, ) ein Korper, wenn das
Kommutativgesetz fiir - gilt und jedes von 0 verschiedene Element
ein multiplikatives Inverses besitzt.

b) Die ganzen Zahlen mit Addition, Multiplikation und den
ublichen Konstanten 0 und 1 bilden einen Ring, aber bekanntlich
keinen Korper.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie ublich schreiben wir —a fur das additive Inverse eines
Ringelements a und a~! fiir das multiplikative Inverse, falls es denn
existiert.

Beispiel 8.3

a) Jeder Korper ist ein Ring.

Umgekehrt ist ein Ring (R, +, ) ein Korper, wenn das
Kommutativgesetz fiir - gilt und jedes von 0 verschiedene Element
ein multiplikatives Inverses besitzt.

b) Die ganzen Zahlen mit Addition, Multiplikation und den
ublichen Konstanten 0 und 1 bilden einen Ring, aber bekanntlich
keinen Korper.

c) Fir jedes m > 2 ist (Zm, +, ) ein Ring.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Definition 8.4
Sei (R, +, ") ein Ring.
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Definition 8.4

Sei (R, +, ") ein Ring.

Die Einheitengruppe E(R) von R ist die Menge derjenigen
Elemente von R, die ein multiplikatives Inverses besitzen,
zusammen mit der Multiplikation.
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Definition 8.4

Sei (R, +, ") ein Ring.

Die Einheitengruppe E(R) von R ist die Menge derjenigen
Elemente von R, die ein multiplikatives Inverses besitzen,
zusammen mit der Multiplikation.

Wir hatten schon gesehen, dass die Einheitengruppe eines Ringes
der Form Z,,, m > 2, tatsachlich eine Gruppe ist.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Definition 8.4

Sei (R, +, ") ein Ring.

Die Einheitengruppe E(R) von R ist die Menge derjenigen
Elemente von R, die ein multiplikatives Inverses besitzen,
zusammen mit der Multiplikation.

Wir hatten schon gesehen, dass die Einheitengruppe eines Ringes
der Form Z,,, m > 2, tatsachlich eine Gruppe ist.

Das gleiche Argument liefert die entsprechende Aussage fur
beliebige Ringe:

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
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Definition 8.4

Sei (R, +, ") ein Ring.

Die Einheitengruppe E(R) von R ist die Menge derjenigen
Elemente von R, die ein multiplikatives Inverses besitzen,
zusammen mit der Multiplikation.

Wir hatten schon gesehen, dass die Einheitengruppe eines Ringes
der Form Z,,, m > 2, tatsachlich eine Gruppe ist.

Das gleiche Argument liefert die entsprechende Aussage fur
beliebige Ringe:

Satz 8.5

Fiir jeden Ring R ist (E(R),-) eine Gruppe.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.6
a) Fiir jeden Korper K ist E(K) = K \ {0}.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.6

a) Fiir jeden Korper K ist E(K) = K \ {0}.
Insbesondere ist E(R) =R\ {0}, E(Q) =Q\ {0} und
E(Zp) = Zp \ {[0]p} fiir jede Primzahl p.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.6

a) Fiir jeden Korper K ist E(K) = K \ {0}.
Insbesondere ist E(R) =R\ {0}, E(Q) =Q\ {0} und
E(Zp) = Zp \ {[0]p} fiir jede Primzahl p.

b) Es gilt E(Z) = {—1,1}.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.6

a) Fiir jeden Korper K ist E(K) = K \ {0}.
Insbesondere ist E(R) =R\ {0}, E(Q) =Q\ {0} und
E(Zp) = Zp \ {[0]p} fiir jede Primzahl p.

b) Es gilt E(Z) = {—1,1}.

C) Es gilt E(Zg) = {[1]3, [3]3, [5]3, [7]8} und

E(Z12) = {[1l12, [5]12, [7]2, [11]12}.
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Der Polynomring K[X]
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Der Polynomring K[X]

Definition 8.7

Ist K ein Korper, so bezeichnen wir einen Ausdruck der Form
X% + ai X1 + @ X% + - - - + a,X", wobei die Koeffizienten
ag,...,an aus K stammen und X eine Unbekannte ist, als
Polynom (in der Unbestimmten X) liber K.
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Der Polynomring K[X]

Definition 8.7

Ist K ein Korper, so bezeichnen wir einen Ausdruck der Form
X% + ai X1 + @ X% + - - - + a,X", wobei die Koeffizienten
ag,...,an aus K stammen und X eine Unbekannte ist, als
Polynom (in der Unbestimmten X) liber K.

Die Menge aller Polynome iiber K bezeichnen wir mit K[X].
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Der Polynomring K[X]

Definition 8.7

Ist K ein Korper, so bezeichnen wir einen Ausdruck der Form
X% + ai X1 + @ X% + - - - + a,X", wobei die Koeffizienten
ag,...,an aus K stammen und X eine Unbekannte ist, als
Polynom (in der Unbestimmten X) liber K.

Die Menge aller Polynome iiber K bezeichnen wir mit K[X].
Polynome der Form agX° nennen wir konstant.
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Der Polynomring K[X]

Definition 8.7

Ist K ein Korper, so bezeichnen wir einen Ausdruck der Form
X% + ai X1 + @ X% + - - - + a,X", wobei die Koeffizienten
ag,...,an aus K stammen und X eine Unbekannte ist, als
Polynom (in der Unbestimmten X) liber K.

Die Menge aller Polynome iiber K bezeichnen wir mit K[X].
Polynome der Form agX° nennen wir konstant.

Die Elemente von K identifizieren wir mit den konstanten
Polynomen und fassen so K als Teilmenge von K[X] auf.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

Bemerkung 8.8

In unserer Definition von Polynomen haben wir die verschiedenen
Potenzen von X in aufsteigender Reihenfolge angegeben.
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Bemerkung 8.8

In unserer Definition von Polynomen haben wir die verschiedenen
Potenzen von X in aufsteigender Reihenfolge angegeben.

Oft werden die Potenzen jedoch in absteigender Reihenfolge
angegeben.
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Bemerkung 8.8
In unserer Definition von Polynomen haben wir die verschiedenen
Potenzen von X in aufsteigender Reihenfolge angegeben.
Oft werden die Potenzen jedoch in absteigender Reihenfolge
angegeben.
Statt

aoX? + a X + X2+ -+ a,X"

schreibt man also

an X"+ a1 X" 4 4 2pXC.
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Die Potenz X° hat fiir alle moglichen Werte von X den Wert 1.
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Ringe, Korper und Polynome

Die Potenz X° hat fiir alle moglichen Werte von X den Wert 1.
Deshalb lisst man den Term X° normalerweise weg.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

Die Potenz X° hat fiir alle moglichen Werte von X den Wert 1.
Deshalb lisst man den Term X° normalerweise weg.
Anstelle von X! schreibt man einfach X.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Die Potenz X° hat fiir alle moglichen Werte von X den Wert 1.
Deshalb lisst man den Term X° normalerweise weg.

Anstelle von X! schreibt man einfach X.

Mit diesen Konventionen lautet das Polynom also

an X"+ -+ a1 X + ap.
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Ist fir ein i der Koeffizient a; gleich 0, so lasst man den Term aiX!
weg.
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Ist fir ein i der Koeffizient a; gleich 0, so lasst man den Term aiX!

weg.
Bei negativen Koeffizienten zieht man das Minuszeichen mit dem
vorhergehenden Pluszeichen zu einem Minuszeichen zusammen.
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Der Polynomring K[X]
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Ist fir ein i der Koeffizient a; gleich 0, so lasst man den Term aiX!
weg.

Bei negativen Koeffizienten zieht man das Minuszeichen mit dem
vorhergehenden Pluszeichen zu einem Minuszeichen zusammen.
Koeffizienten, die den Wert 1 haben lasst man weg, falls es sich
nicht um den Koeffizienten vor X° handelt.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ist fir ein i der Koeffizient a; gleich 0, so lasst man den Term aiX!
weg.

Bei negativen Koeffizienten zieht man das Minuszeichen mit dem
vorhergehenden Pluszeichen zu einem Minuszeichen zusammen.
Koeffizienten, die den Wert 1 haben lasst man weg, falls es sich
nicht um den Koeffizienten vor X° handelt.

Anstelle von
1X0 + (=5)X! +0x2 +1X3

schreibt man also
X3 —5X +1.
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Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.9

a) Aus der Schule sind Polynome mit reellen oder rationalen
Koeffizienten bekannt, also Polynome iiber R oder QQ, wie das
oben genannte Beispiel X3 —5X + 1.
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Beispiel 8.9

a) Aus der Schule sind Polynome mit reellen oder rationalen
Koeffizienten bekannt, also Polynome iiber R oder QQ, wie das
oben genannte Beispiel X3 —5X + 1.

Streng genommen sind die Koeffizienten dieses Polynoms sogar
ganzzahlig, so dass man von einem Polynom tiber Z sprechen kann.
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Beispiel 8.9

a) Aus der Schule sind Polynome mit reellen oder rationalen
Koeffizienten bekannt, also Polynome iiber R oder QQ, wie das
oben genannte Beispiel X3 —5X + 1.

Streng genommen sind die Koeffizienten dieses Polynoms sogar
ganzzahlig, so dass man von einem Polynom tiber Z sprechen kann.
Wir werden jedoch nur Polynome liber Korpern betrachten.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

b) Wir kennen auch schon weitere Kérper auBer R und @, namlich
die endlichen Korper Z,, fiir Primzahlen p.
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b) Wir kennen auch schon weitere Kérper auBer R und @, namlich
die endlichen Korper Z,, fiir Primzahlen p.

So konnen wir zum Beispiel X? — X + 1 als ein Polynom iiber Z;
auffassen, wenn wir 1 fiir das neutrale Element der Multiplikation
in Z» schreiben.
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b) Wir kennen auch schon weitere Kérper auBer R und @, namlich
die endlichen Korper Z,, fiir Primzahlen p.

So konnen wir zum Beispiel X? — X + 1 als ein Polynom iiber Z;
auffassen, wenn wir 1 fiir das neutrale Element der Multiplikation
in Z» schreiben.

Wir konnten dieses Polynom auch X? — X + [1]» oder

[1]2X2 + [~1]2X! + [1]2 schreiben.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

b) Wir kennen auch schon weitere Kérper auBer R und @, namlich
die endlichen Korper Z,, fiir Primzahlen p.

So konnen wir zum Beispiel X? — X + 1 als ein Polynom iiber Z;
auffassen, wenn wir 1 fiir das neutrale Element der Multiplikation
in Z» schreiben.

Wir konnten dieses Polynom auch X? — X + [1]» oder

[1]2X2 + [~1]2X! + [1]2 schreiben.

Man beachte, dass fiir alle a € Z, die Gleichung a = —a gilt.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

b) Wir kennen auch schon weitere Kérper auBer R und @, namlich
die endlichen Korper Z,, fiir Primzahlen p.

So konnen wir zum Beispiel X? — X + 1 als ein Polynom iiber Z;
auffassen, wenn wir 1 fiir das neutrale Element der Multiplikation
in Z» schreiben.

Wir konnten dieses Polynom auch X? — X + [1]» oder

[1]2X2 + [~1]2X! + [1]2 schreiben.

Man beachte, dass fiir alle a € Z, die Gleichung a = —a gilt.
Damit ist dieses Polynom identisch mit X2 + X + 1.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

b) Wir kennen auch schon weitere Kérper auBer R und @, namlich
die endlichen Korper Z,, fiir Primzahlen p.

So konnen wir zum Beispiel X? — X + 1 als ein Polynom iiber Z;
auffassen, wenn wir 1 fiir das neutrale Element der Multiplikation
in Z» schreiben.

Wir konnten dieses Polynom auch X? — X + [1]» oder

[1]2X2 + [~1]2X! + [1]2 schreiben.

Man beachte, dass fiir alle a € Z, die Gleichung a = —a gilt.
Damit ist dieses Polynom identisch mit X2 + X + 1.

Man sieht, dass es in diesem Falle (und vor allem bei der von uns
gewihlten Notation) wichtig ist, festzulegen, iiber welchem Korper
man das Polynom betrachtet.
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Ringe, Korper und Polynome

c) Wenn man Polynome iiber Z, betrachtet, wird es schnell lastig,
die Koeffizienten in der Form [n], zu schreiben.
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c) Wenn man Polynome iiber Z, betrachtet, wird es schnell lastig,
die Koeffizienten in der Form [n], zu schreiben.

Deshalb schreiben wir in diesem Zusammenhang anstelle der
Restklassen einfach die Standardreprasentanten der Restklassen.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

c) Wenn man Polynome iiber Z, betrachtet, wird es schnell lastig,
die Koeffizienten in der Form [n], zu schreiben.

Deshalb schreiben wir in diesem Zusammenhang anstelle der
Restklassen einfach die Standardreprasentanten der Restklassen.
Fiir das Polynom X3 + [2]3X? + [—2]3X + [1]3 iiber Z3 schreiben
wir also einfach X3 +2X2 + X + 1.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

c) Wenn man Polynome iiber Z, betrachtet, wird es schnell lastig,
die Koeffizienten in der Form [n], zu schreiben.

Deshalb schreiben wir in diesem Zusammenhang anstelle der
Restklassen einfach die Standardreprasentanten der Restklassen.
Fiir das Polynom X3 + [2]3X? + [—2]3X + [1]3 iiber Z3 schreiben
wir also einfach X3 +2X2 + X + 1.

Die Schreibweise X3 +2X2 — 2X + 1 ist aber auch akzeptabel.
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

c) Wenn man Polynome iiber Z, betrachtet, wird es schnell lastig,
die Koeffizienten in der Form [n], zu schreiben.

Deshalb schreiben wir in diesem Zusammenhang anstelle der
Restklassen einfach die Standardreprasentanten der Restklassen.
Fiir das Polynom X3 + [2]3X? + [—2]3X + [1]3 iiber Z3 schreiben
wir also einfach X3 +2X2 + X + 1.

Die Schreibweise X3 +2X2 — 2X + 1 ist aber auch akzeptabel.

d) Spezielle Polynome sind die sogenannten Monome X", n € Ny.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

Wir haben schon intuitiv zwei Polynome gleich genannt, wenn sie
dieselben Koeffizienten haben.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

Wir haben schon intuitiv zwei Polynome gleich genannt, wenn sie
dieselben Koeffizienten haben.
An dieser Stelle miissen wir jedoch vorsichtig sein.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wir haben schon intuitiv zwei Polynome gleich genannt, wenn sie
dieselben Koeffizienten haben.

An dieser Stelle miissen wir jedoch vorsichtig sein.

Was ist zu Beispiel mit den Polynomen 0X? 4+ X — 1 und X — 17
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Definition 8.10
Sei p = apX? + --- 4 a,X" ein Polynom iiber einem Korper K.
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Der Polynomring K[X]
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Definition 8.10
Sei p = apX? + --- 4 a,X" ein Polynom iiber einem Korper K.

Der Grad grad(p) von p ist das groBte i € {0,...,n} mit a; # 0,
falls solch ein i existiert.
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Definition 8.10

Sei p = apX? + --- 4 a,X" ein Polynom iiber einem Korper K.
Der Grad grad(p) von p ist das groBte i € {0,...,n} mit a; # 0,
falls solch ein i existiert.

EXistiert kein i mit a; # 0, so nennt man p das Nullpolynom und
setzt grad(p) := —o0.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
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Definition 8.10

Sei p = apX? + --- 4 a,X" ein Polynom iiber einem Korper K.
Der Grad grad(p) von p ist das groBte i € {0,...,n} mit a; # 0,
falls solch ein i existiert.

EXistiert kein i mit a; # 0, so nennt man p das Nullpolynom und

setzt grad(p) := —o0.
Polynome vom Grad < 0 nennen wir konstant.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Definition 8.10

Sei p = apX? + --- 4 a,X" ein Polynom iiber einem Korper K.
Der Grad grad(p) von p ist das groBte i € {0,...,n} mit a; # 0,
falls solch ein i existiert.

EXistiert kein i mit a; # 0, so nennt man p das Nullpolynom und
setzt grad(p) := —o0.

Polynome vom Grad < 0 nennen wir konstant.

Ist grad(p) > 0, so nennt man den Koeffizienten ag,q(,) den
Leitkoeffizienten von p.
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Der Polynomring K[X]
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Definition 8.10

Sei p = apX? + --- 4 a,X" ein Polynom iiber einem Korper K.
Der Grad grad(p) von p ist das groBte i € {0,...,n} mit a; # 0,
falls solch ein i existiert.

EXistiert kein i mit a; # 0, so nennt man p das Nullpolynom und
setzt grad(p) := —o0.

Polynome vom Grad < 0 nennen wir konstant.

Ist grad(p) > 0, so nennt man den Koeffizienten ag,q(,) den
Leitkoeffizienten von p.
Das Polynom p heiBt normiert, falls der Leitkoeffizient 1 ist.
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Ringe, Korper und Polynome

Wir nennen zwei Polynome p = apX® + - -- + a,X" und

q= boX% 4 - -+ + by, X™ iiber demselben Korper K gleich, wenn
sie denselben Grad k haben und fiir alle / € {0, ..., k} die
Koeffizienten a; und b; gleich sind.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wir nennen zwei Polynome p = apX® + - -- + a,X" und

q= boX% 4 - -+ + by, X™ iiber demselben Korper K gleich, wenn
sie denselben Grad k haben und fiir alle / € {0, ..., k} die
Koeffizienten a; und b; gleich sind.

Insbesondere sind also die Polynome 0X? + X —1 und X — 1 gleich.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Wir nennen zwei Polynome p = apX® + - -- + a,X" und

q= boX% 4 - -+ + by, X™ iiber demselben Korper K gleich, wenn
sie denselben Grad k haben und fiir alle / € {0, ..., k} die
Koeffizienten a; und b; gleich sind.

Insbesondere sind also die Polynome 0X? + X —1 und X — 1 gleich.
Beide Polynome haben den Grad 1 und die Koeffizienten vor X*
und X© sind jeweils dieselben.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wir nennen zwei Polynome p = apX® + - -- + a,X" und

q= boX% 4 - -+ + by, X™ iiber demselben Korper K gleich, wenn
sie denselben Grad k haben und fiir alle / € {0, ..., k} die
Koeffizienten a; und b; gleich sind.

Insbesondere sind also die Polynome 0X? + X —1 und X — 1 gleich.
Beide Polynome haben den Grad 1 und die Koeffizienten vor X*
und X© sind jeweils dieselben.

Man beachte, dass es in diesem Beispiel egal ist, liber welchem
Korper man die Polynome betrachtet, solange es fiir beide
Polynome derselbe Korper ist.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als Nachstes definieren wir Summen und Produkte von Polynomen.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als Nachstes definieren wir Summen und Produkte von Polynomen.

Definition 8.11
Seien p=apX® + -+ apX"und g = boX° + - + by X™
Polynome uiber demselben Korper K.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als Nachstes definieren wir Summen und Produkte von Polynomen.

Definition 8.11

Seien p=apX® + -+ apX"und g = boX° + - + by X™
Polynome uiber demselben Korper K.

Sei k = max(m, n). Fir alle i € Z mit n < i < k setzen wir
a; :=0.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als Nachstes definieren wir Summen und Produkte von Polynomen.

Definition 8.11

Seien p=apX® + -+ apX"und g = boX° + - + by X™
Polynome uiber demselben Korper K.

Sei k = max(m, n). Fir alle i € Z mit n < i < k setzen wir
a; :=0.

Fiir alle j € Z mit m < j < k setzen wir b; := 0.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als Nachstes definieren wir Summen und Produkte von Polynomen.

Definition 8.11

Seien p=apX® + -+ apX"und g = boX° + - + by X™
Polynome uiber demselben Korper K.

Sei k = max(m, n). Fir alle i € Z mit n < i < k setzen wir

a; :=0.

Fiir alle j € Z mit m < j < k setzen wir b; := 0.

Dann gilt p = agX° + - -- + ax X* und g = boX® + - - - + b Xk,
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als Nachstes definieren wir Summen und Produkte von Polynomen.

Definition 8.11
Seien p=apX® + -+ apX"und g = boX° + - + by X™
Polynome uiber demselben Korper K.
Sei k = max(m, n). Fir alle i € Z mit n < i < k setzen wir
a; :=0.
Fiir alle j € Z mit m < j < k setzen wir b; := 0.
Dann gilt p = agX° + - -- + ax X* und g = boX® + - - - + b Xk,
Nun sei
p—+q:=(ap+ bo) + - + (ax + be) XX
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als Nachstes definieren wir Summen und Produkte von Polynomen.

Definition 8.11
Seien p=apX® + -+ apX"und g = boX° + - + by X™
Polynome uiber demselben Korper K.
Sei k = max(m, n). Fir alle i € Z mit n < i < k setzen wir
a; :=0.
Fiir alle j € Z mit m < j < k setzen wir b; := 0.
Dann gilt p = agX° + - -- + ax X* und g = boX® + - - - + b Xk,
Nun sei
p—+q:=(ap+ bo) + - + (ax + be) XX

Wir definieren die Summe zweier Polynome also
“koeffizientenweise” .
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Das Produkt von p und g definieren wir durch Ausmultiplizieren.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Das Produkt von p und g definieren wir durch Ausmultiplizieren.
Das Produkt p - g sei das Polynom cg + -+ - + ChemX™™™ mit

¢i = aobj + a1bj—1 + -+~ + ajbo.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.12

Addition und Multiplikation von Polynomen tiber Q und R setzen
wir als bekannt voraus.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.12

Addition und Multiplikation von Polynomen tiber Q und R setzen
wir als bekannt voraus.

a) Wir betrachten Polynome iiber Zs.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.12
Addition und Multiplikation von Polynomen tiber Q und R setzen

wir als bekannt voraus.

a) Wir betrachten Polynome iiber Zs.
Sei p=X3+3X2+2und g=2X>—- X +4.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.12
Addition und Multiplikation von Polynomen tiber Q und R setzen
wir als bekannt voraus.

a) Wir betrachten Polynome iiber Zs.
Sei p=X3+3X2+2und g=2X>—- X +4.
Dann ist

p+ag=X3 4+ B+2)X2—X+(2+4)=X3+4X+1
und

p-qg=(X3+3X24+2)-(2X? - X +4)
=2X° 4 (1 432X+ (4-3)X3 4+ (3-4+2-2)X>—2X 424
=2X°+ X3+ X2 +3X + 3.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Insbesondere ist

grad(p - q) = grad(p) + grad(q).
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Insbesondere ist

grad(p - q) = grad(p) + grad(q).

Wie man leicht nachrechnet, gilt diese Gleichung fir je zwei
Polynome tiber demselben Korper.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

b) Wir betrachten wieder Polynome iiber Zs.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

b) Wir betrachten wieder Polynome iiber Zs.
Sei p = X3 +3X?+ 2 wie oben und g = —X3 + X% — 3.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

b) Wir betrachten wieder Polynome iiber Zs.
Sei p = X3 +3X?+ 2 wie oben und g = —X3 + X% — 3.
Dann gilt

p+g=1-DX3+B+1)X?>+(2-3)=4X>-1=4X?14.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

b) Wir betrachten wieder Polynome iiber Zs.
Sei p = X3 +3X?+ 2 wie oben und g = —X3 + X% — 3.
Dann gilt

p+g=1-DX3+B+1)X?>+(2-3)=4X>-1=4X?14.
Insbesondere ist

grad(p + q) < grad(p), grad(q).
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

b) Wir betrachten wieder Polynome iiber Zs.
Sei p = X3 +3X?+ 2 wie oben und g = —X3 + X% — 3.
Dann gilt

p+g=1-DX3+B+1)X?>+(2-3)=4X>-1=4X?14.
Insbesondere ist

grad(p + q) < grad(p), grad(q).

Das ist aber ein Spezialfall.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

b) Wir betrachten wieder Polynome iiber Zs.
Sei p = X3 +3X?+ 2 wie oben und g = —X3 + X% — 3.
Dann gilt

p+g=1-DX3+B+1)X?>+(2-3)=4X>-1=4X?14.
Insbesondere ist

grad(p + q) < grad(p), grad(q).

Das ist aber ein Spezialfall.
Sind p und g Polynome von verschiedenem Grad, so ist

grad(p + q) = max(grad(p), grad(q)).

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

b) Wir betrachten wieder Polynome iiber Zs.
Sei p = X3 +3X?+ 2 wie oben und g = —X3 + X% — 3.
Dann gilt

p+g=1-DX3+B+1)X?>+(2-3)=4X>-1=4X?14.
Insbesondere ist

grad(p + q) < grad(p), grad(q).

Das ist aber ein Spezialfall.
Sind p und g Polynome von verschiedenem Grad, so ist

grad(p + q) = max(grad(p), grad(q)).

Sind p und g Polynome vom selben Grad und ist der Leitkoeffizient
von p nicht genau das additive Inverse des Leitkoeffizienten von g,
so ist

grad(p + q) = grad(p) = grad(q).
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Satz 8.13

Die Menge K[X] zusammen mit den eben definierten Operationen
+ und - fiir Polynome bildet einen Ring, in dem das
Kommutativgesetz fiir - gilt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Satz 8.13

Die Menge K[X] zusammen mit den eben definierten Operationen
+ und - fiir Polynome bildet einen Ring, in dem das
Kommutativgesetz fiir - gilt.

(Damit ist K[X] ein kommutativer Ring.)
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Satz 8.13

Die Menge K[X] zusammen mit den eben definierten Operationen
+ und - fiir Polynome bildet einen Ring, in dem das
Kommutativgesetz fiir - gilt.

(Damit ist K[X] ein kommutativer Ring.)

Diesen Ring nennt man den Polynomring (in der Unbestimmten X )
tber K.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Satz 8.13

Die Menge K[X] zusammen mit den eben definierten Operationen
+ und - fiir Polynome bildet einen Ring, in dem das
Kommutativgesetz fiir - gilt.

(Damit ist K[X] ein kommutativer Ring.)

Diesen Ring nennt man den Polynomring (in der Unbestimmten X )

tiber K.

Beweis.

Die Axiome fiir Ringe und das Kommutativgesetz der
Multiplikation rechnet man leicht nach. O
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fir Polynome konnen wir die Teilbarkeitsrelation wie fiir ganze
Zahlen definieren.

Definition 8.14
Seien p und g Polynome iiber einem Korper K.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fir Polynome konnen wir die Teilbarkeitsrelation wie fiir ganze
Zahlen definieren.

Definition 8.14

Seien p und g Polynome iiber einem Korper K.

Wir sagen, dass p das Polynom g teilt, wenn es ein Polynom r
uber K gibt, so dass g = p - r gilt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fir Polynome konnen wir die Teilbarkeitsrelation wie fiir ganze
Zahlen definieren.

Definition 8.14

Seien p und g Polynome iiber einem Korper K.

Wir sagen, dass p das Polynom g teilt, wenn es ein Polynom r
uber K gibt, so dass g = p - r gilt.

In diesem Falle heiBt g ein Vielfaches von p und wir schreiben p|q.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fir Polynome konnen wir die Teilbarkeitsrelation wie fiir ganze
Zahlen definieren.

Definition 8.14

Seien p und g Polynome iiber einem Korper K.

Wir sagen, dass p das Polynom g teilt, wenn es ein Polynom r
uber K gibt, so dass g = p - r gilt.

In diesem Falle heiBt g ein Vielfaches von p und wir schreiben p|q.

Ein Polynom r ist ein gemeinsamer Teiler von p und q, wenn r
sowohl p als auch g teilt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fir Polynome konnen wir die Teilbarkeitsrelation wie fiir ganze
Zahlen definieren.

Definition 8.14

Seien p und g Polynome iiber einem Korper K.

Wir sagen, dass p das Polynom g teilt, wenn es ein Polynom r
uber K gibt, so dass g = p - r gilt.

In diesem Falle heiBt g ein Vielfaches von p und wir schreiben p|q.

Ein Polynom r ist ein gemeinsamer Teiler von p und q, wenn r
sowohl p als auch g teilt.

Das Polynom r ist ein groBter gemeinsamer Teiler von p und g,
wenn r ein gemeinsamer Teiler von p und g von maximalem Grad
ist.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.15
a) Wir rechnen wieder liber Zs.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.15
a) Wir rechnen wieder liber Zs.
Die Gleichung

(X34+3X242)-(2X% — X +4) =2X° + X3 + X2 43X + 3,

zeigt, dass X3 +3X2 +2 und 2X? — X + 4 Teiler von
2X5 4+ X3 + X2 +3X + 3 sind.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.15
a) Wir rechnen wieder liber Zs.
Die Gleichung

(X34+3X242)-(2X% — X +4) =2X° + X3 + X2 43X + 3,

zeigt, dass X3 +3X2 +2 und 2X? — X + 4 Teiler von
2X5 4+ X3 + X2 +3X + 3 sind.

b) Wir rechnen iliber R.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.15

a) Wir rechnen wieder liber Zs.
Die Gleichung

(X34+3X242)-(2X% — X +4) =2X° + X3 + X2 43X + 3,

zeigt, dass X3 +3X2 +2 und 2X? — X + 4 Teiler von
2X5 4+ X3 + X2 +3X + 3 sind.

b) Wir rechnen iliber R.
Die Zahlen 2.5 und 7, aufgefasst als konstante Polynome, werden
beide von allen reellen Zahlen # 0 geteilt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.15

a) Wir rechnen wieder liber Zs.
Die Gleichung

(X34+3X242)-(2X% — X +4) =2X° + X3 + X2 43X + 3,
zeigt, dass X3 +3X2 +2 und 2X? — X + 4 Teiler von

2X% 4+ X3+ X2 +3X + 3 sind.

b) Wir rechnen iliber R.

Die Zahlen 2.5 und 7, aufgefasst als konstante Polynome, werden
beide von allen reellen Zahlen # 0 geteilt.

Fiir jedes a € R\ {0} gilt ndmlich 2.5 =a-22 und 7 = a- Z.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Fiir jedes Polynom p € R[X] vom Grad > 1 und jedes r € R[X]
mit r # 0 ist grad(p - r) > 1 und damit p - r # 2.5.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fiir jedes Polynom p € R[X] vom Grad > 1 und jedes r € R[X]
mit r # 0 ist grad(p - r) > 1 und damit p - r # 2.5.

Die Zahl 2.5 wird also nur von konstanten Polynomen geteilt, aber
von allen von 0 verschiedenen konstanten Polynomen.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fiir jedes Polynom p € R[X] vom Grad > 1 und jedes r € R[X]
mit r # 0 ist grad(p - r) > 1 und damit p - r # 2.5.

Die Zahl 2.5 wird also nur von konstanten Polynomen geteilt, aber
von allen von 0 verschiedenen konstanten Polynomen.

Dasselbe gilt fiir 7.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fiir jedes Polynom p € R[X] vom Grad > 1 und jedes r € R[X]
mit r # 0 ist grad(p - r) > 1 und damit p - r # 2.5.

Die Zahl 2.5 wird also nur von konstanten Polynomen geteilt, aber
von allen von 0 verschiedenen konstanten Polynomen.

Dasselbe gilt fiir 7.
Damit sind genau die konstanten Polynome # 0 groBte
gemeinsame Teiler von 2.5 und 7.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fiir jedes Polynom p € R[X] vom Grad > 1 und jedes r € R[X]
mit r # 0 ist grad(p - r) > 1 und damit p - r # 2.5.

Die Zahl 2.5 wird also nur von konstanten Polynomen geteilt, aber
von allen von 0 verschiedenen konstanten Polynomen.

Dasselbe gilt fiir 7.

Damit sind genau die konstanten Polynome # 0 groBte
gemeinsame Teiler von 2.5 und 7.

Insbesondere sind groBte gemeinsame Teiler in Polynomringen in
Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fiir jedes Polynom p € R[X] vom Grad > 1 und jedes r € R[X]
mit r # 0 ist grad(p - r) > 1 und damit p - r # 2.5.

Die Zahl 2.5 wird also nur von konstanten Polynomen geteilt, aber
von allen von 0 verschiedenen konstanten Polynomen.

Dasselbe gilt fiir 7.

Damit sind genau die konstanten Polynome # 0 groBte
gemeinsame Teiler von 2.5 und 7.

Insbesondere sind groBte gemeinsame Teiler in Polynomringen in
Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Wir sehen auch, dass genau die konstanten Polynome, die von 0
verschieden sind, im Polynomring ein Inverses bzgl. der
Multiplikation besitzen.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Fiir jedes Polynom p € R[X] vom Grad > 1 und jedes r € R[X]
mit r # 0 ist grad(p - r) > 1 und damit p - r # 2.5.

Die Zahl 2.5 wird also nur von konstanten Polynomen geteilt, aber
von allen von 0 verschiedenen konstanten Polynomen.

Dasselbe gilt fiir 7.

Damit sind genau die konstanten Polynome # 0 groBte
gemeinsame Teiler von 2.5 und 7.

Insbesondere sind groBte gemeinsame Teiler in Polynomringen in
Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Wir sehen auch, dass genau die konstanten Polynome, die von 0
verschieden sind, im Polynomring ein Inverses bzgl. der
Multiplikation besitzen.

In der Tat ist fiir jeden Korper K die Einheitengruppe E(K[X])
genau die Menge der von 0 verschiedenen, konstanten Polynome.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Wie im Falle von Z lassen sich groBte gemeinsame Teiler in K[X]
mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen.
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Ringe

. " Der Polynomring K[X]
Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie im Falle von Z lassen sich groBte gemeinsame Teiler in K[X]
mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen.

Dazu missen wir zunachst die Division mit Rest von Polynomen
einfiihren, die sogenannte Polynomdivision.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie im Falle von Z lassen sich groBte gemeinsame Teiler in K[X]
mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen.

Dazu missen wir zunachst die Division mit Rest von Polynomen
einfiihren, die sogenannte Polynomdivision.

Satz 8.16
Seien p und m Polynome iiber einem Korper K.
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Wie im Falle von Z lassen sich groBte gemeinsame Teiler in K[X]
mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen.

Dazu missen wir zunachst die Division mit Rest von Polynomen
einfiihren, die sogenannte Polynomdivision.

Satz 8.16

Seien p und m Polynome iiber einem Kérper K. Ist m # 0, so
existieren Polynome q und r iiber K mit p=¢q- m+ r und
grad(r) < grad(m).
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Ringe, Korper und Polynome

Bemerkung 8.17
Sei grad(p) > grad(m) > 1.
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Bemerkung 8.17

Sei grad(p) > grad(m) > 1.

Im Beweis von Satz 8.16 haben wir gesehen, dass es Polynome g
und r mit grad(r) < grad(m) und p = q- m+ r gibt, wobei g die
Form 2 - X"k 4+ ¢ hat.
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Bemerkung 8.17

Sei grad(p) > grad(m) > 1.

Im Beweis von Satz 8.16 haben wir gesehen, dass es Polynome g
und r mit grad(r) < grad(m) und p = q- m+ r gibt, wobei g die
Form 2 - X"k 4+ ¢ hat.

Dabei gilt p’ = ¢’ - m + 1’ fiir ein Polynom p’ mit

grad(p’) < grad(p).
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Ringe, Korper und Polynome 2y (bt (P

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Bemerkung 8.17

Sei grad(p) > grad(m) > 1.

Im Beweis von Satz 8.16 haben wir gesehen, dass es Polynome g
und r mit grad(r) < grad(m) und p = q- m+ r gibt, wobei g die
Form 2 - X"k 4+ ¢ hat.

Dabei gilt p’ = ¢’ - m + 1’ fiir ein Polynom p’ mit

grad(p’) < grad(p).

Also ist der Grad von ¢ kleiner als n — k, wobei n der Grad von p
und k der Grad von m ist.
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Ringe, Korper und Polynome

Bemerkung 8.17

Sei grad(p) > grad(m) > 1.

Im Beweis von Satz 8.16 haben wir gesehen, dass es Polynome g

und r mit grad(r) < grad(m) und p = q- m+ r gibt, wobei g die
Form 2 - X"k 4+ ¢ hat.

Dabei gilt p’ = ¢’ - m + 1’ fiir ein Polynom p’ mit

grad(p’) < grad(p).

Also ist der Grad von ¢ kleiner als n — k, wobei n der Grad von p
und k der Grad von m ist.

Damit ist Z—’k’ der Leitkoeffizient von g.
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Bemerkung 8.17

Sei grad(p) > grad(m) > 1.

Im Beweis von Satz 8.16 haben wir gesehen, dass es Polynome g

und r mit grad(r) < grad(m) und p = q- m+ r gibt, wobei g die
Form 2 - X"k 4+ ¢ hat.

Dabei gilt p’ = ¢’ - m + 1’ fiir ein Polynom p’ mit

grad(p’) < grad(p).

Also ist der Grad von ¢ kleiner als n — k, wobei n der Grad von p
und k der Grad von m ist.

Damit ist Z—’k’ der Leitkoeffizient von g.

AuBerdem ist der Rest r bei der Division von p durch m einfach
das Polynom r’/, also der Rest bei der Division von p’ durch m.
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Polynomdivision. Seien zwei Polynome

p:aan+...+aO

und
m=b X"+ 4 by

tiber einem festen Korper K gegeben.
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Polynomdivision. Seien zwei Polynome
p=ap X"+ +ag

und
m=b X"+ 4 by

iber einem festen Korper K gegeben. Das Polynom m habe den
Grad kK > 0.
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Polynomdivision. Seien zwei Polynome
p=ap X"+ +ag

und
m=b X"+ 4 by

iber einem festen Korper K gegeben. Das Polynom m habe den
Grad k > 0. Wir wollen Polynome g und r wie in Satz 8.16
bestimmen.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Polynomdivision. Seien zwei Polynome
p=anX"+- -+ ag
und
m=b XK+ 4 by

iber einem festen Korper K gegeben. Das Polynom m habe den
Grad k > 0. Wir wollen Polynome g und r wie in Satz 8.16
bestimmen.

Ist k =0, so ist p durch m teilbar und man erhalt den Quotienten
g, indem man jeden Koeffizienten von p durch m € K teilt. Der
Rest ist in diesem Fall r = 0.
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Nun nehmen wir an, dass k > 1 gilt.
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Der Polynomring K[X]
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Ringe, Korper und Polynome

Nun nehmen wir an, dass k > 1 gilt.
Wir halten p und m im Laufe der Berechnung fest und verandern
die Variablen p und n.
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Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Nun nehmen wir an, dass k > 1 gilt.
Wir halten p und m im Laufe der Berechnung fest und verandern

die Variablen p und n.
Dabei seien 3z, ..., 3y immer die Koeffizienten des Polynoms p.
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Ringe, K6 Pol .
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Nun nehmen wir an, dass k > 1 gilt.

Wir halten p und m im Laufe der Berechnung fest und verandern
die Variablen p und n.

Dabei seien 3z, ..., 3y immer die Koeffizienten des Polynoms p.
Die Koeffizienten ¢,_g, ..., cp des Quotienten g werden nach und
nach berechnet, falls n > k ist.
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Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

1. Setze i:=nund p := p.
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1. Setze i:=nund p := p.
2. Ist @ < k, so ist r = p der Rest bei der Division von p durch
m.
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. " Der Polynomring K[X]
Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

1. Setze i:=nund p := p.

2. Ist @ < k, so ist r = p der Rest bei der Division von p durch
m.

Ist n > k, soist ¢ = c,_x X"k + .- 4 ¢y der Quotient bei
der Division von p durch m.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

1. Setze i:=nund p := p.

2. Ist @ < k, so ist r = p der Rest bei der Division von p durch
m.
Ist n > k, soist ¢ = c,_x X"k + .- 4 ¢y der Quotient bei
der Division von p durch m.
Ist n < k, so ist lautet der Quotient g = 0 und es wurden
auch keine ¢; berechnet. Die Berechnung endet hier.
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1. Setze i:=nund p := p.

2. Ist @ < k, so ist r = p der Rest bei der Division von p durch
m.
Ist n > k, soist ¢ = c,_x X"k + .- 4 ¢y der Quotient bei
der Division von p durch m.
Ist n < k, so ist lautet der Quotient g = 0 und es wurden
auch keine ¢; berechnet. Die Berechnung endet hier.

3. Ist n > k, so speichere den Koeffizienten

an

by

und setze

p=p—cin XK. .m.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]
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1. Setze i:=nund p := p.

2. Ist @ < k, so ist r = p der Rest bei der Division von p durch
m.
Ist n > k, soist ¢ = c,_x X"k + .- 4 ¢y der Quotient bei
der Division von p durch m.
Ist n < k, so ist lautet der Quotient g = 0 und es wurden
auch keine ¢; berechnet. Die Berechnung endet hier.

3. Ist n > k, so speichere den Koeffizienten

an
Chk'= —
a—k bk
und setze
pi=p—cik - X"k .m.
4. Ist p das Nullpolynom, so setze i := —oo und fahre mit

Schritt 2 fort.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

1. Setze i:=nund p := p.

2. Ist @ < k, so ist r = p der Rest bei der Division von p durch
m.
Ist n > k, soist ¢ = c,_x X"k + .- 4 ¢y der Quotient bei
der Division von p durch m.
Ist n < k, so ist lautet der Quotient g = 0 und es wurden
auch keine ¢; berechnet. Die Berechnung endet hier.

3. Ist n > k, so speichere den Koeffizienten

an
Chk'= —
a—k bk
und setze
pi=p—cik - X"k .m.
4. Ist p das Nullpolynom, so setze i := —oo und fahre mit

Schritt 2 fort.
5. Ist p # 0, so setze 1 := i1 — 1 und fahre mit Schritt 2 fort.
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Bemerkung 8.18

Seien p und m wie im Algorithmus zur Polynomdivision.
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Ringe, Korper und Polynome

Bemerkung 8.18

Seien p und m wie im Algorithmus zur Polynomdivision.
Wir nehmen an, dass n > k > 1 ist.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
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Bemerkung 8.18

Seien p und m wie im Algorithmus zur Polynomdivision.
Wir nehmen an, dass n > k > 1 ist.

Dann kann man die Berechnung des Algorithmus wie folgt
aufschreiben:
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Ringe, K6 Pol .
inge, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Bemerkung 8.18

Seien p und m wie im Algorithmus zur Polynomdivision.
Wir nehmen an, dass n > k > 1 ist.

Dann kann man die Berechnung des Algorithmus wie folgt

aufschreiben:
Wir starten mit der Zeile

(@ X"+ -+ ag) : (b XK+ -+ by) =
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Der Polynomring K[X]

Ringe, K6 Pol .
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Bemerkung 8.18

Seien p und m wie im Algorithmus zur Polynomdivision.
Wir nehmen an, dass n > k > 1 ist.

Dann kann man die Berechnung des Algorithmus wie folgt
aufschreiben:

Wir starten mit der Zeile

(@ X"+ -+ ag) : (b XK+ -+ by) =

Zunachst berechnen wir den Koeffizienten ¢,_x = Z—: und tragen

ihn zusammen mit der passenden Potenz X"~ auf der rechten
Seite ein.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Bemerkung 8.18

Seien p und m wie im Algorithmus zur Polynomdivision.
Wir nehmen an, dass n > k > 1 ist.

Dann kann man die Berechnung des Algorithmus wie folgt
aufschreiben:

Wir starten mit der Zeile

(@ X"+ -+ ag) : (b XK+ -+ by) =

Zunachst berechnen wir den Koeffizienten ¢,_x = Z—: und tragen

ihn zusammen mit der passenden Potenz X"~ auf der rechten
Seite ein. Das liefert

(apX" 4 -+ ag) : (beXK+ -+ by) = <Z”X”‘k+...
k
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Als nachstes multiplizieren wir m mit g—:X"_k.
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Als nachstes multiplizieren wir m mit g—:X"_k.
Das liefert ein Polynom vom Grad n, das wir unter das Polynom p
schreiben.
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Ringe, Korper und Polynome
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Als nachstes multiplizieren wir m mit %X"‘k.

Das liefert ein Polynom vom Grad n, das wir unter das Polynom p
schreiben.

Als nachstes ziehen wir a”X" k. m von p ab und schreiben das
Ergebnis ebenfalls darunter
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Als nachstes multiplizieren wir m mit %X"‘k.

Das liefert ein Polynom vom Grad n, das wir unter das Polynom p
schreiben.

Als nachstes ziehen wir Z"X" k. m von p ab und schreiben das
Ergebnis ebenfalls darunter.

Die dritte Zeile lautet nun

0+<an 1— b1~ )X" 1y
by
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Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Als nachstes multiplizieren wir m mit Z—:X"‘k.

Das liefert ein Polynom vom Grad n, das wir unter das Polynom p
schreiben.

Als nachstes ziehen wir a”X" k. m von p ab und schreiben das
Ergebnis ebenfalls darunter

Die dritte Zeile lautet nun

0+<an 1— b1~ )X" 1y
by

Wir setzen dann die Polynomdivision mit dem Polynom in der
dritten Zeile fort, und zwar solange bis der Grad der letzten
Differenz kleiner als der Grad von m geworden ist.
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Als nachstes multiplizieren wir m mit %X"‘k.

Das liefert ein Polynom vom Grad n, das wir unter das Polynom p
schreiben.

Als nachstes ziehen wir a”X" k. m von p ab und schreiben das
Ergebnis ebenfalls darunter

Die dritte Zeile lautet nun

0+<an 1— b1~ )X" 1y
by

Wir setzen dann die Polynomdivision mit dem Polynom in der
dritten Zeile fort, und zwar solange bis der Grad der letzten
Differenz kleiner als der Grad von m geworden ist.

Dabei schreiben wir die neu berechneten Terme ¢; X' von g oben
rechts hinter den Ausdruck Z—:X”*k.
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Am Schluss steht das gesamte Polynom g auf der rechten Seite der
Gleichung und die Differenz in der letzten Zeile ist der Rest bei der
Division von p durch m.
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Am Schluss steht das gesamte Polynom g auf der rechten Seite der
Gleichung und die Differenz in der letzten Zeile ist der Rest bei der
Division von p durch m.

Damit das Gleichheitszeichen gerechtfertigt ist, tragen wir am
Schluss der obersten Zeile noch den Summanden .
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Am Schluss steht das gesamte Polynom g auf der rechten Seite der
Gleichung und die Differenz in der letzten Zeile ist der Rest bei der
Division von p durch m.

Damit das Gleichheitszeichen gerechtfertigt ist, tragen wir am

Schluss der obersten Zeile noch den Summanden #

Es ist ubrigens nicht notig, die Differenzen immer vollstandig
aufzuschreiben, da alle bis auf die ersten kK — 1 Summanden mit
den entsprechenden Summanden von p iibereinstimmen.
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Beispiel 8.19

Wir rechnen iber Q.
a) Sei p=X3—-2X?+4X +7und m= X + 1. Die
Polynomdivision sieht dann wie folgt aus:

X3 —2X2 44X +7) 1 (X +1) =X?-3X+7

— X3 — X2
—3X%2+4X
3X? 43X
IX+7
—7X -7
0

In diesem Fall ergibt sich der Rest 0. Insbesondere ist p durch m
teilbar.
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b) Sei p= X3 —2X2+5X +6 und m= X2— X + 1. Die
Polynomdivision sieht dann wie folgt aus:

X3—2X2+5X+6):(X2—X+1):X—1+X23)_<;11
-X3 +X2 —X
— X2 4+4X+6
X% —X+1
3X +7

Hier ist der Quotient X — 1 und der Rest 3X + 7.
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Ringe, Korper und Polynome

Wie bei ganzen Zahlen kann man groBte gemeinsame Teiler von
Polynomen mit Hilfe des euklidischen Algorithmus berechnen.
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. " Der Polynomring K[X]
Ringe, Kérper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie bei ganzen Zahlen kann man groBte gemeinsame Teiler von
Polynomen mit Hilfe des euklidischen Algorithmus berechnen.

Dabei spielt der Grad die Rolle des Betrages bei den ganzen
Zahlen.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Wie bei ganzen Zahlen kann man groBte gemeinsame Teiler von
Polynomen mit Hilfe des euklidischen Algorithmus berechnen.
Dabei spielt der Grad die Rolle des Betrages bei den ganzen
Zahlen.

Ein Unterschied zur Situation bei den ganzen Zahlen besteht darin,
dass es durchaus passieren kann, dass zwei Polynomen denselben
Grad haben, ohne dass die beiden Polynomen einander teilen.
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Wie bei ganzen Zahlen kann man groBte gemeinsame Teiler von
Polynomen mit Hilfe des euklidischen Algorithmus berechnen.
Dabei spielt der Grad die Rolle des Betrages bei den ganzen
Zahlen.

Ein Unterschied zur Situation bei den ganzen Zahlen besteht darin,
dass es durchaus passieren kann, dass zwei Polynomen denselben
Grad haben, ohne dass die beiden Polynomen einander teilen.

In diesem Falle ist es egal, ob man zunachst das eine Polynom
durch das andere teilt oder umgekehrt.
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Beispiel 8.20

Wir wollen einen groBten gemeinsamen Teiler der Polynome
p=X3-3X24+5X-3

und
g=Xx3-1

bestimmen.
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Beispiel 8.20

Wir wollen einen groBten gemeinsamen Teiler der Polynome
p=X3-3X24+5X-3

und
g=Xx3-1

bestimmen.
Eigentlich mussten wir beim euklidischen Algorithmus zunachst das
Polynom vom hoheren Grad durch das vom niedrigeren Grad teilen.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome
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Beispiel 8.20

Wir wollen einen groBten gemeinsamen Teiler der Polynome
p=X3-3X24+5X-3

und
g=Xx3-1

bestimmen.

Eigentlich mussten wir beim euklidischen Algorithmus zunachst das
Polynom vom hoheren Grad durch das vom niedrigeren Grad teilen.
Die beiden Grade sind aber gleich. Deshalb ist es egal, ob wir
zunachst p durch g teilen oder umgekehrt. Wir starten mit der
Division von p durch q.
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—3X%2+5X -2
X3 -1

X3—3X24+5X-3): (X3 -1)=1+
- X3 +1
—3X2+5X -2
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Ringe, Korper und Polynome

—3X? 45X -2
X3 —3X2+5X-3):(X3-1)=1+ & X3+51
- X3 +1 B
—3X2+5X -2

Der Rest ist also —3X2 4+ 5X — 2. Also dividieren wir im nichsten
Schritt g durch —3X2 +5X — 2.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

1 %X_%
X3 —1):(=3X2+5X-2)= - IX-3+ 22— —
5 2 —3X2 45X —2
- X34+ 5Xx2 - 2Xx

5x2 —2x -1
_gx2+£x_ﬂ
37 97 9
19 19
X -3
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

1 %X_%
X3 —1):(=3X2+5X-2)= - IX-3+ 22— —
5 2 —3X2 45X —2
- X34+ 5Xx2 - 2Xx

5x2 —2x -1
_gx2+£x_ﬂ
37 97 9
19 19
X -3

Das liefert den Rest 22(X —1).
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

1 %X_%
X3 —1):(=3X2+5X-2)= - IX-3+ 22— —
5 2 —3X2 45X —2
- X34+ 5Xx2 - 2Xx

5x2 —2x -1
_gx2+£x_ﬂ
37 97 9
19 19
X -3

Das liefert den Rest 22(X —1).
Man beachte, dass das Polynom %(X — 1) genau dieselben Teiler
wie X — 1 hat und auch genau dieselben Polynome teilt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

3 2 1 5 X3
X —1):(-3X245X-2)= —ix-34+ 9% 9
—3X2 45X -2
X400 X
5x2 —2x -1
;agﬂﬁgx_—l{
19 19
X -7

Das liefert den Rest 22(X —1).

Man beachte, dass das Polynom %(X — 1) genau dieselben Teiler
wie X — 1 hat und auch genau dieselben Polynome teilt.

Damit konnen wir im nachsten Schritt der Einfachheit halber durch

X — 1 anstelle von 22(X — 1) teilen.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

(=3X2+5X—2): (X—1)= —3X+2

3X2 —3X
2X —2
—2X 42

0

Der Rest ist dabei 0. Also ist X — 1 ein groBter gemeinsamer Teiler
von p und q.
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Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Definition 8.21
Sei K ein Korper und p=ag + -+ + a,X" € K[X].
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Der Polynomring K[X]
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Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Definition 8.21
Sei K ein Korper und p=ag + -+ + a,X" € K[X].
Dann ist die Funktion

for K= K;x+—ap+---+ apx"

die zu p gehorige Polynomfunktion.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Definition 8.21
Sei K ein Korper und p=ag + -+ + a,X" € K[X].
Dann ist die Funktion

for K= K;x+—ap+---+ apx"

die zu p gehorige Polynomfunktion.

Man berechnet also f, in dem man ein gegebenes Korperelement x
(nicht zu verwechseln mit der Unbestimmten X) fiir X in das
Polynom einsetzt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.22
a) Sei p=2X2-3X +7 € Q[X].
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.22
a) Sei p=2X2-3X +7 € Q[X].
Dann ist

f,(3)=2-32-3-3+7=18-9+7=16.
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.22
a) Sei p=2X2-3X +7 € Q[X].
Dann ist

f,(3)=2-32-3-3+7=18-9+7=16.

b) Sei p = X3 — 2X + 1 € Z3[X].
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.22
a) Sei p=2X2-3X +7 € Q[X].
Dann ist

f,(3)=2-32-3-3+7=18-9+7=16.

b) Sei p= X3 — 2X + 1 € Z3[X].
Dann ist
f,(2)=22-2-2+1=2-1+1=2
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.22
a) Sei p=2X2-3X +7 € Q[X].
Dann ist

f,(3)=2-32-3-3+7=18-9+7=16.

b) Sei p= X3 — 2X + 1 € Z3[X].
Dann ist
f,(2)=22-2-2+1=2-1+1=2

(Wir schreiben wieder Standardvertreter anstelle von Restklassen
und rechnen modulo 3.)
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Der Grund, weshalb wir zwischen Polynomen und den zugerorigen
Polynomfunktionen unterscheiden, ist, dass es iiber einem
endlichen Korper K zwar unendlich viele Polynome gibt, aber nur
endlich viele Polynomfunktionen.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Der Grund, weshalb wir zwischen Polynomen und den zugerorigen
Polynomfunktionen unterscheiden, ist, dass es iiber einem
endlichen Korper K zwar unendlich viele Polynome gibt, aber nur
endlich viele Polynomfunktionen.

Es gibt also verschiedene Polynome p und g uber K, deren
Polynomfunktionen tibereinstimmen.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Beispiel 8.23
Sei p=X*+X+2und g = X3+ X%+ 2, wobei wir p und g als
Polynome tiber Z3 auffassen.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.23

Sei p=X*+X+2und g =X3+ X?+2, wobei wir p und q als
Polynome tiber Z3 auffassen.

Dann ist p # g, und zwar schon deshalb, weil p und g
unterschiedlichen Grad haben. Es gilt aber

(0) =2=1(0), f(1)=14+1+2=1="1(1)
und £,(2) =1+2+2=2=24+1+2=1(2).
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Beispiel 8.23

Sei p=X*+X+2und g =X3+ X?+2, wobei wir p und q als
Polynome tiber Z3 auffassen.

Dann ist p # g, und zwar schon deshalb, weil p und g
unterschiedlichen Grad haben. Es gilt aber

(0) =2=1(0), f(1)=14+1+2=1="1(1)
und £,(2) =1+2+2=2=24+1+2=1(2).

Damit sind die Polynomfunktionen f, und f; gleich.
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Der Polynomring K[X]

Ringe, Kdrper und Polynome Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ist p € K[X] und x € K, so schreibt man in der Praxis anstelle von
fo(x) eher p(x).
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Ist p € K[X] und x € K, so schreibt man in der Praxis anstelle von
fo(x) eher p(x).

Fir ein Korperelement x steht p(x) also fiir das Korperelement,
das man erhalt, wenn man fiir die Unbestimmte X das
Korperelement x in das Polynom einsetzt.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Ist p € K[X] und x € K, so schreibt man in der Praxis anstelle von
fo(x) eher p(x).

Fir ein Korperelement x steht p(x) also fiir das Korperelement,
das man erhalt, wenn man fiir die Unbestimmte X das
Korperelement x in das Polynom einsetzt.

Definition 8.24
Sei K ein Korper und p € K[X].
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Ringe
Der Polynomring K[X]

Ringe, Korper und Polynome

Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ist p € K[X] und x € K, so schreibt man in der Praxis anstelle von
fo(x) eher p(x).

Fir ein Korperelement x steht p(x) also fiir das Korperelement,
das man erhalt, wenn man fiir die Unbestimmte X das
Korperelement x in das Polynom einsetzt.

Definition 8.24
Sei K ein Korper und p € K[X].
Dann heiBt a € K eine Nullstelle von p, falls p(a) = 0 ist.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Satz 8.25
Ein Korperelement a € K ist genau dann eine Nullstelle von
p € K[X], wenn X — a ein Teiler von p ist.
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Ringe
Der Polynomring K[X]
Polynomfunktionen und Nullstellen von Polynomen

Ringe, Korper und Polynome

Satz 8.25
Ein Korperelement a € K ist genau dann eine Nullstelle von
p € K[X], wenn X — a ein Teiler von p ist.

Korollar 8.26

Ein Polynom p € K[X] vom Grad n > 0 hat hochstens n
verschiedene Nullstellen.
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