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Gruppen

Definition 7.11

Sei (G, *) eine algebraische Struktur mit einer zweistelligen

Verknupfung *.

Dann heiBt (G, *) eine Gruppe, falls gilt:

(G1) Fur alle a,b,c € G gilt: ax(bxc)=(axb)xc
(Assoziativgesetz)

(G2) Es gibt ein Element e € G, so dass fiir alle a € G gilt:
ax e = exa= a (Existenz eines neutralen Elements)

(G3) Fiir alle a € G existiert ein b € G, so dass gilt:
ax b= bxa= e (Existenz inverser Elemente)
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Wir erinnern uns an die Gruppe Ga der Symmetrien eines
gleichseitigen Dreiecks, also der Transformationen der Ebene, die
das Dreieck auf sich selbst abbilden.

Die zweistellige Operation auf der Menge dieser Symmetrien ist die
Komposition von Abbildungen.

Diese Gruppe nennen wir kurz die Dreiecksgruppe.

A B
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Diese Transformationen sind zunachst die Identitat, die jeden
Punkt der Ebene wieder auf sich selbst abbildet. Die Identitat
bezeichnen wir mit /.

Weiter sei r die Drehung um 120° entgegen dem Uhrzeigersinn,
also im mathematisch positiven Drehsinn.

Es sei s die Drehung um 240° entgegen dem Uhrzeigersinn.
SchlieBlich seien x, y und z die Spiegelungen entlang der in der
Zeichnung angegebenen Achsen.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Gruppen
Die Ordnung eines Gruppenelements

Isomorphie von Gruppen
Zyklische Gruppen
Untergruppen und Nebenklassen

Diese Symmetrien sind jeweils eindeutig dadurch bestimmt, auf
welche Ecken die Ecken des Dreiecks abgebildet werden.

Damit entspricht jede Symmetrie einer Permutation der Menge
{A, B, C}.
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Wir berechnen alle Kompositionen von Elementen von G und
stellen das Ergebnis in einer Multiplikationstabelle dar.
Multiplikationstabellen werden in diesem Zusammenhang auch
Gruppentafeln genannt.

In der Zeile fiir das Element a und der Spalte fiir das Element b
steht das Produkt ao b.
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Im folgenden schreiben wir fiir ax b kurz ab.
AuBerdem schreiben wir e fiir das neutrale Element einer Gruppe
und a~! fiir das Inverse eines Elements a.

Lemma 7.13
Sei G eine Gruppe.

a) Seien a, b,c € G. Gilt ab = ac, so ist b= c. Genauso folgt aus
ba = ca, dass b = c gilt.

b) Die Gleichungen ax = b und xa = b, wobei x eine Unbekannte
ist, sind eindeutig losbar.
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Beispiel 7.14

Wir betrachten wieder die Dreiecksgruppe Ga.

Wir benutzen X als Unbekannte, um die Unbekannte von dem
Gruppenelement x zu unterscheiden.

Angenommen, wir wollen die Gleichung Xs = y losen.
Multiplikation von rechts mit s—1 liefert X = ys—!.

In der Gruppentafel von Ga lesen wir ab, dass s~ = r gilt und
dass yr = z ist.

Damit lost X = z die Gleichung Xs = y.
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Die Ordnung eines Gruppenelements

Gegeben sei eine Gruppe (G, ).

Dann definiert man die Potenzen a" eines Gruppenelements a wie
folgt:

Es sei a° := e. Fiir n € Np sei a"t1 := a" % a.

Potenzen mit negativen Exponenten definiert man durch

a "= (a"t)"

Wie flir Potenzen reeller Zahlen rechnet man schnell fiir alle a € G
und alle m, n € Z die folgenden Rechenregeln nach:

0.

ama" = amt" und ()" = a™".
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Definition 7.15

Sei G eine Gruppe und a € G.

Falls ein m > 1 existiert, so dass a” = e gilt, so definiert man die
Ordnung von a als das kleinste m € Z mit m > 0 und 3" = e.
Falls kein solches m exisitiert, so sagen wir, dass a die Ordnung oo
hat.

Die Ordnung einer endlichen Gruppe G ist einfach ihre Machtigkeit.

Satz 7.16
In einer endlichen Gruppe hat jedes Element eine endliche
Ordnung.
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Beispiel 7.17

a) Zunachst beachte man, dass mit unserer Schreibweise das
neutrale Element e von (Z, +) einfach 0 ist.

Auch steht unsere allgemeine Schreibweise a” im Fall von (Z, +)
fur die Zahl n - a.

Die ganze Zahl 1 hat in (Z,+) unendliche Ordnung.

b) In Ga haben r und s die Ordnung 3, x, y und z die Ordnung 2
und i die Ordnung 1.

c) In (Z1s,+) hat [3]15 die Ordnung 5.
Das Element [4]15 hat die Ordnung 15.
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d) Wir betrachten die Gruppe (Z3,, -) der Einheiten von Zjo.
(Wir werden spater E(Z,) fur die Einheitengruppe von Z,
schreiben.)

Die Zahl 7 ist zu 10 teilerfremd, und damit gilt [7]10 € Z3,.
Wir berechnen die Potenzen von [7]10 in Zio.

Es gilt 72 =49 = 9(mod 10), 73 =9 -7 = 63 = 3 (mod 10) und
7#=149.49=9.9 =81 = 1(mod 10).

Also ist 4 die kleinste ganze Zahl m > 0 mit [7]{ = [1]10.
Damit ist 4 die Ordnung von [7]1g in Zj.

e) Die Permutation <1 2345

> 3 4 1 5> hat in S, die Ordnung 4.
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Satz 7.18

Sei G eine Gruppe und sei a € G ein Element von endlicher
Ordnung m. Dann gilt fiir alle n € Z genau dann a" = e, wenn m
ein Teiler von n ist.

Beweis.
Sei zunachst m ein Teiler von n. Dann existiert ¢ € Z mit n = gm.
Nun ist 8" = a9 = (aM)9 = e9 = e.

Sei umgekehrt 3" = e. Wahle g,r € Z mit 0 < r < m und
n = gm—+ r. Dann gilt

e=2a"=a""" = (a")%" =e%" =ea" = a".

Da nun m die kleinste ganze Zahl > 0 mit a™ = e ist, muss r =0
gelten. Damit ist n = gm und m|n. O
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Isomorphie von Gruppen

Definition 7.19
Seien (G, *g) und (H,*y) zwei Gruppen.
Eine Bijektion

f:G—H

heiBt ein Isomorphismus von Gruppen (oder
Gruppenisomorphismus), falls fiir alle a, b € G gilt:

f(a *G b) = f(a) *H f(b)

Falls ein Isomorphismus zwischen zwei Gruppen G und H existiert,
so nennt man die Gruppen isomorph und schreibt G = H.
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Lemma 7.20
a) Ist f : G — H ein Isomorphismus von Gruppen, so auch

FF1.H— G.

b) Sind f : F — G und g : G — H Gruppenisomorphismen, so ist

auch
gof:F—H

ein Isomorphismus.

c)Ist f : G — H ein Gruppenisomorphismus und sind eg und ey
die neutralen Elemente von G bzw. H, so gilt f(ec) = ey.

Fiir jedes a € G gilt

-1 -1
flah) = (f(a) -
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Dieses Lemma zeigt unter anderem, dass die Relation = zwischen
Gruppen symmetrisch und transitiv ist.
Da fiir jede Gruppe G die identische Abbildung

idg:G— G;a—~ a

ein Isomorphismus ist, ist = auch reflexiv.

Beispiel 7.21

Die Gruppen Ga und S3 sind isomorph.

In Beispiel 7.12 e) hatten wir bereits jeder Transformation in Ga
eine Permutation der Menge {A, B, C} zugeordnet. Man rechnet
leicht nach, dass es sich bei dieser Zuordnung um einen
Isomorphismus handelt. Es ist klar, dass die Gruppen S3 und
S({A, B, C}) isomorph sind.
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Zyklische Gruppen

Definition 7.22
Eine Gruppe G heiBt zyklisch, wenn es ein Element a € G mit

G={a":nel}

gibt, wenn G also aus den Potenzen eines einzigen Elements
besteht.
Gilt G ={a" : n € Z}, so sagt man, dass G von a erzeugt wird.
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Beispiel 7.23

a) Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch. Alle ganzen Zahlen sind
Vielfache von 1.

Das Element a = 1 erzeugt also die Gruppe Z.

Man erinnere sich daran, dass aus dem Vielfachen n- a in der
multiplikativen Schreibweise, die wir fiir allgemeine Gruppen
benutzen, die Potenz a” wird.

Das Element —1 erzeugt ebenfalls die Gruppe Z.

b) Fir alle m € N ist die Gruppe (Z,, +) zyklisch.
Diese Gruppe wird von [1],, erzeugt.
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c) Die Gruppe Gp ist nicht zyklisch.

Wir weisen diese Behauptung nach, indem wir zeigen, das kein
Element von G die ganze Gruppe erzeugt.

Fira=x,y,zgilt 3> =i, a® = a, a* = i und so weiter.

Also sind nur zwei verschiedene Element von G Potenzen von a.

Fir a = i ist jede Potenz von a das Element i.

Also erzeugt auch i nicht die ganze Gruppe.

Fir a=r,s gilt =i al=a a2=3tund B3 =1.

Mittels vollstandiger Induktion rechnet man schnell nach, dass

an = 3" mod 3 gllt

Damit sind nur drei verschiedene Gruppenelemente Potenzen von a.
Wir haben also gesehen, dass es kein a € G gibt, das sechs
verschiedene Potenzen hat. Also ist Ga nicht zyklisch.
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Satz 7.24

Eine zyklische Gruppe G ist entweder zu (Z,+) isomorph oder es
gibt ein me N mit G = (Zp,+).

Wir haben schon festgestellt, dass die Gruppen (Z,+), (Q,+),
(R,+), (Q\ {0},) und (R\ {0}, ) das Kommutativgesetz erfiillen,
wahrend zum Beispiel Ga nicht das Kommutativgesetz erfiillt.

Definition 7.25

Eine Gruppe G heiBt kommutativ oder abelsch, wenn fiir je zwei
Elemente a, b € G gilt: ab= ba

Korollar 7.26
Alle zyklischen Gruppen sind abelsch.
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Untergruppen und Nebenklassen

Definition 7.27

Sei (G, ) eine Gruppe. Dann heiBt U C G eine Untergruppe, von
G, falls U zusammen mit der Einschrankung der Operation * auf
U x U wieder eine Gruppe ist.
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Beispiel 7.28

a) Fir me Nsei mZ ={m-a:a¢c Z} die Menge aller Vielfachen
von m. Dann ist mZ eine Untergruppe von (Z,+).

Um das nachzuweisen, missen wir zunachst zeigen, dass +
uiberhaupt eine zweistellige Operation auf mZ ist.

Seien also a, b € mZ. Dann existieren ¢, d € Z mit a = mc und
b= md. Wegen a+ b= mc+ md = m(c+d) ist a+ b wieder ein
Element von mZ. Damit ist die Einschrankung von + auf

mZ x mZ tatsachlich eine Operation auf mZ. Wegen 0 € mZ hat
mZ ein neutrales Element. Fiir jedes ma € mZ ist

—ma = m(—a) € mZ. Damit existiert in mZ zu jedem Element ein
Inverses. Also ist mZ eine Untergruppe von Z.
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b) Fiir jede Gruppe G sind {e} und G selbst Untergruppen von G.
c) Wir betrachten Untergruppen von Ga. Die kleinste
Untergruppe ist {i}, die grosste ist Ga selbst. Weiter sind {7, x},
{i,y} und {i, z} Untergruppen, da die Transformationen x, y und
z jeweils zu sich selbst invers sind. SchlieBlich {/, r,s} eine
Untergruppe von Ga.

Das sind alle Untergruppen von G, wie wir demnachst sehen
werden.
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Satz 7.29
Sei G eine Gruppe und U C G.

a) U ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn fiir alle
a,bc Ugilt: e,atabe U

b) U ist genau dann eine Untergruppe von G, falls U nicht leer ist
und fiir alle a,b € U gilt: ab™* € U

c) Ist U endlich, so ist U bereits dann eine Untergruppe von G,
falls U nicht leer ist und fiir alle a, b € U gilt: ab € U
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Definition 7.30

Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe.

Fiir a € G schreiben wir aU fiir die Menge {ag : g € U} sowie Ua
fir die Menge {ga: g € U}.

Wir nennen die Mengen der Form aU Linksnebenklassen von U
und die Mengen der Form Ua Rechtsnebenklassen.
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Beispiel 7.31

a) Sei G =(Z,+), und U = 6Z.

Dann ist die Rechtsnebenklasse von 4 von U die Menge
6Z+4=4{...,-2,4,10,...} = [4]e.

Hierbei beachte man, dass die Operation die Gruppe G die
Addition ist, auch wenn wir die Operation auf einer Gruppe im
Allgemeinen multiplikativ schreiben.

Die Linksnebenklasse von 4 von U ist die Menge 4 + 6Z, die aber
mit 6Z + 4 ubereinstimmt, da 4+ das Kommutativgesetz erfiillt.
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b) Wir betrachten die Gruppe Ga und die Untergruppe U = {i, y}.
Dann gilt iU = {i,y}, xU = {x, r}, yU ={y, i}, zU = {z,s},

rU = {r,x} und sU = {s, z}, wie man leicht an der Gruppentafel
von Ga abliest.

Die verschiedenen Linksnebenklassen von U in G sind also die
Mengen iU = yU = U = {i,y}, xU = rU = {r,x} und

zU = sU = {z,s}.

Die entsprechende Rechnung liefert die Rechtsnebenklassen
Ui =Uy=U={iy}, Ux=Us = {x,s} und Uz = Ur = {z,r}.
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Satz 7.32
Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe.

a) Fiir jedes a € G ist a € aU und a € Ua.
b) Fiir alle c € U ist cU = U = Uc.

c) Fiira,b € G mit b € aU gilt aU = bU.
Fiir a,b € G mit b € Ua gilt Ua = Ub.

d) Fiir a, b € G sind die Linksnebenklassen alU und bU entweder
disjunkt oder gleich.

Auch die Rechtsnebenklassen Ua und Ub sind entweder disjunkt
oder gleich.

e) Fiir alle a € G sind aU, U und Ua gleichmichtig.
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Beispiel 7.33

Sei G eine Gruppe und a € G.

Dann ist U = {a" : n € Z} eine Untergruppe von G, die von a
erzeugte Untergruppe von G.

Die Ordnung von U ist genau die Ordnung von a.

Wir schreiben (a) fiir die von a erzeugte Untergruppe.

Korollar 7.34 (Satz von Lagrange)

Ist G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G, so ist
die Ordnung von U ein Teiler der Ordnung von G.

Insbesondere ist die Ordnung von jedem Element von G ein Teiler
von |G|.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Gruppen
Die Ordnung eines Gruppenelements
Isomorphie von Gruppen

Zyklische Gruppen
Untergruppen und Nebenklassen

Definition 7.35

Sei G eine Gruppe und G eine Untergruppe von G.

Die Zahl der Rechtsnebenklassen von U in G (die identisch ist mit
der Zahl der Linksnebenklassen) nennt man den Index von U in G.
Man schreibt [G : U] fiir den Index von U in G.

Der Beweis des Satzes von Lagrange zeigt also fiir jede endliche
Gruppe G und jede Untergruppe U die Gleichung

Gl =[G :U]-|U],

was auch die Notation [G : U] erklart.
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Beispiel 7.36

Wir betrachten wieder die Dreiecksgruppe Ga.

Die Gruppe hat 6 Elemente.

Also sind die moglichen Ordnungen von Untergruppen von G die
Zahlen 1, 2, 3 und 6.

Die einzige Untergruppe der Ordnung 1 ist {i}. Diese Untergruppe
hat den Index 6.

Ist U C G eine Untergruppe der Ordnung 2, so enthalt U das
Element i und ein weiteres Element, dass die Ordnung 2 haben
muss.

Damit sind die Untergruppen der Ordnung 2 genau {i,x}, {i,y}
und {i, z}. Diese Untergruppen haben den Index 3.
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Sei nun U eine Untergruppe von G der Ordnung 3.
Nach Korollar 7.34 hat jedes Element von U eine Ordnung, die die
Zahl 3 teilt.

Also hat U nur Elemente der Ordnung 1 und 3.
Damit ist U = {i, r,s}. Diese Untergruppe hat den Index 2.

Die einzige Untergruppe von Ga mit 6 Elementen ist Ga selbst.
Diese Untergruppe hat den Index 1.

Mathematik 1 fiir Studierende der Informatik



Gruppen
Die Ordnung eines Gruppenelements
Isomorphie von Gruppen

Zyklische Gruppen
Untergruppen und Nebenklassen

Wir bestimmen die Nebenklassen der Untergruppen von Ga.

Fur jede Untergruppe U ist U = iU = Ui sowohl eine Rechts- als
auch Linksnebenklasse.

U = Ga hat nur die Nebenklasse U, und hierbei ist es egal, ob wir
Rechts- oder Linksnebenklassen betrachten.

U = {i, r,s} hat die Rechts und Linksnebenklasse U.

Da die Nebenklassen alle dieselbe Machtigkeit haben wie U und
eine Partition von Ga bilden, gibt es genau eine weitere
Nebenklasse, namlich {x,y, z}.

Diese Menge ist wieder sowohl Rechts- als auch Linksnebenklasse.
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Nun betrachten wir eine Untergruppe der Ordnung 2, zum Beispiel
U={ix}

Es gibt insgesamt 3 Rechts- und 3 Linksnebenklassen.

Eine Nebenklasse, die sowohl Rechts- als auch Linksnebenklasse
ist, ist U selbst.

Es gilt yU = {y, s}, wie wir der Gruppentafel von Ga entnehmen.
{y, s} ist also eine Linksnebenklasse von U.

Da die Linksnebenklassen von U eine Partition von G bilden und
alle dieselbe Machtigkeit haben, hat U noch eine dritte
Linksnebenklasse, namlich {z, r}.
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Auf dieselbe Weise rechnet man nach, dass die Rechtsnebenklassen
von U genau die Mengen U, Uy = {y, r} und {z,s} sind.
Insbesondere sind die Linksnebenklassen von U in Ga nicht
identisch mit den Rechtsnebenklassen.

Die Nebenklassen von U = {i} sind die Einermengen U = {i},
{x}. {v} {z}, {r} und {s}.

Hierbei stimmen wieder die Links- und Rechtsnebenklassen
tiberein, auch wenn Ga nicht abelsch ist.
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