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Erinnerung:

Eine reelle Funktion f heiBt an der Stelle xo € D(f) differenzierbar,
falls der Grenzwert
i F(x) ~ ()

X—rX0 X — X0

existiert.
Im Falle der Existenz bezeichnen wir diesen Grenzwert mit f'(xp)
und nennen ihn die Ableitung von f an der Stelle xg.
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Ableitungsregeln

Im Normalfall miissen wir zur Berechnung einer Ableitung nicht
den Grenzwert des Differenzenquotienten berechnen, sondern
konnen verschiedene Ableitungsregeln einsetzen.
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Satz 5.6

Seien f und g reelle Funktionen, die beide zumindest auf dem
Interval [a, b] definiert sind. Weiter seien f und g beide an der
Stelle xp € [a, b] differenzierbar und ¢ € R Dann sind auch die
Funktionen f + g, f —g, c-f und f - g an der Stelle xp
differenzierbar. Ist g(xo) # 0, so ist auch g an der Stelle xo
differenzierbar. Fiir die Ableitungen dieser Funktion gelten die
folgenden Regeln:

1. (f+g)(x) = f'(x0) + g'(x0) (Summenregel)

2. (f—g)(x )_f’( 0) — &'(x0)

3. (c-f)(x0) = ¢ f'(x0)

4. (f-g)(x0) = ( 0) - &(x0) + f(x0) - g'(x0) (Produktregel)
5. g) xp) = Lok g(gz )gx‘))g 0) (Quotientenregel)
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Satz 5.7
Firne N sei f : R — R;x — x". Dann ist f auf ganz R
differenzierbar und es gilt f'(x) = n- x"~1.

Beweis.

Wir beweisen den Satz durch vollstandige Induktion.

Fiir n = 1 ist f(x) = x* = x. Wir haben bereits gesehen, dass in
diesem Fall f/(x) = 1 = x9 gilt.

Sei nun n € N. Angenommen, es gilt (x") = n-x"~1. Dann ist

(Xn+1)/ _ (Xn . X), _ (Xn)/ x4+ x"1

=n-x"1.x4+x"=(n+1) x".

O
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Korollar 5.8

a) Alle Polynome sind auf ganz R differenzierbar.
Fir P(x) = ap + aix + -+ + a,x" ist

P'(x) = a1 +2apx + -+ + na,x" .

b) Rationale Funktionen R(x) = ggi)) sind auf ihrem gesamten

Definitionsbereich differenzierbar.
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Wir erinnern an die Komposition zweier Funktionen.

Sind A, B, Cund D Mengenund f : A— Bundg: C— D
Funktionen mit f[A] C C, so ist die Komposition go f : A — D
die Abbildung, die jedes a € A auf (g o f)(a) = g(f(a)) abbildet.

Seien zum Beispiel f : R — R und g : [0,00) — R gegeben durch
f(x) = x%2+ 1 und g(x) = V/x.

Dann ist
(gof)(x)= VX2 + 1.

Man nennt g o f auch eine zusammengesetzte Funktion.
Dabei bezeichnet man f als die innere Funktion und g als die
auBere Funktion.
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Satz 5.9 (Kettenregel)

Seien f : X — R und g : Y — R reelle Funktionen mit f[X] C Y.
Die Funktion f sei an der Stelle xg € X differenzierbar.

Die Funktion g sei an der Stelle f(xo) differenzierbar.

Dann ist g o f an der Stelle xy differenzierbar und es gilt

(g0 f)(x0) = g'(f(x0)) - '(x0)-

Der Beweis der Kettenregel findet sich in allen gangigen
Lehrbiichern der Analysis.
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Beispiel 5.10

a) Sei h(x) = (3x® — 5x +2)7.

Wir konnen h als zusammengesetzte Funktion interpretieren:
Sei g(y) = y” und f(x) = 3x3 — 5x + 2.

Dann ist h(x) = (g o f)(x).

Nach der Kettenregel gilt:

H(x) = (gof)(x) = g'(f(x)) f'(x) = 7-(3x° ~5x+2)°- (9x* - 5)
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. 53 13
b) Sei h(x) = (4X++11)
Dann ist

Wiy =13, (PN (a0 LY
- x+1

=13

x+1
43+ 1\ 12x3(x+ 1) — (453 + 1)
x+1 (x+1)?
43 +1\ "7 8x3+12x2 -1
—13. -
x+1 (x +1)2
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Definition 5.11
Sei f eine reelle Funktion und sei X C D(f).

a) f heiBt monoton wachsend auf X, falls fiir alle x3, x> € X mit
gilt x1 < xo gilt: f(x1) < f(x2)

b) f heiBt streng monoton wachsend auf X, falls fiir alle x;,xp € X
mit gilt x1 < xp gilt: f(x1) < f(x)

c) Analog definiert man monoton fallend und streng monoton
fallend.

d) Die Funktion f heiBt (streng) monoton, falls f (streng)
monoton wachsend oder (streng) monoton fallend ist.

Man beachte, dass jede streng monotone Funktion injektiv ist.
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Satz 5.12

Sei | C R ein Interval und f : | — R stetig und streng monoton
auf I.

(Insbesondere existiert in diesem Fall die Umkehrfunktion f~1, die
auf der Menge f[l] definiert ist.)

Dann gilt

1.
2.
3.

Das Bild f[I] von I unter f ist ein Intervall.
f~1 ist auf der Menge f[l] stetig.

Ist f streng monoton wachsend (fallend), so ist auch f~!
streng monoton wachsend (fallend).

(Umbkehrregel) Ist f an der Stelle xy differenzierbar und gilt
f'(x0) # 0, so ist f~1 an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar

und es gilt
1

(fﬁl)/(yO) = f/(XO) .
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Beispiel 5.13

Sei | = (0,00) und f : | — R definiert durch f(x) = x°.

Dann ist f auf I differenzierbar und streng monoton.

Es gilt f/(x) = 2x und damit ist f’(x) auf dem Interval / niemals 0.
Die Umkehrfunktion f =1 : (0,00) — (0,0c) von f ist bekanntlich
die Wurzelfunktion y — /y.

Es seien x, y € (0,00) mit x> = y beziehungsweise ,/y = x.

Nach der Umkehrregel gilt fiir die Ableitung von f~! an der Stelle
y € (0,00)

Schreiben wir die Wurzelfunktion nun als
(0,00) — (0, 00); x — /X, so erhalten wir (/x)’ N
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Die Funktionen 2%, log, x, x" und ihre Ableitungen
Fir eine natlrliche Zahl n und eine reelle Zahl a ist a" definiert als
das Produkt von n Faktoren a:

a"=a-...-a
—

n Faktoren

AuBerdem ist a% = 1.

SchlieBlich definiert man a=" = a—ln

Damit sind alle Potenzen a* fiir ganzzahlige Exponenten x erklart.
Es gelten folgende bekannte Rechenregeln, die man leicht mittels
vollstandiger Induktion nachweisen kann:

1. a¢-a¥ =¥ty
2. 8- b =(a-b)”

3. (&¥) = a*Y
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Als nachstes erklaren wir Potenzen a* fiir rationale x.
Dazu miissen wir zunachst die Existenz g-ter Wurzeln aus positiven
reellen Zahlen nachweisen, wobei g eine natiirliche Zahl ist.

Satz 5.14
Seiac R mita>0undqgeN.

Dann gibt es genau eine reelle Zahl x > 0, die die Gleichung
x9 = a lost.
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Definition 5.15
Die eindeutig bestimmte Zahl x aus Satz 5.14 heiBit die g-te
Wurzel von a und wird mit /a bezeichnet.

Man beachte, dass a nur fiir a > 0 definiert ist.
AuBerdem gilt fur alle a > 0 und alle g € N die Ungleichung

¥a>0.
Definition 5.16

Sei x eine rationale Zahl und seien p € Z und g € N mit x = g.
Fir jedes a € R mit a > 0 setzen wir dann
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Damit sind Potenzen positiver reeller Zahlen mit rationalen
Exponenten erklart.

Man kann diese Definition nun wie folgt auf Potenzen mit reellen
Exponenten erweitern.

Sei a>0und x € R.

Dann wahlt man eine Folge (s,) rationaler Zahlen, die gegen x
konvergiert.

Ein solche Folge existiert immer:

Sei namlich x = rg.rirr3 ... die eindeutige Darstellung von x als
unendlicher Dezimalbruch mit rp € Z und r; € {0,...,9}, wobei
nicht alle bis auf endlich viele r; die Ziffer 9 sind.

Dann sei s, die rationale Zahl mit der Dezimaldarstellung
np.r...nrmn.

Wie man leicht sieht, konvergiert (s,) dann gegen x.
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Nun definieren wir

a* = lim a*.
n—oo

Dieser Grenzwert existiert fiir alle a > 0 und alle x € R.

Auch hangt der Grenzwert nicht von der Wahl der rationalen Folge
(sn) ab.

Alle Folgen rationaler Zahlen, die gegen x konvergieren, liefern
denselben Grenzwert.

Definition 5.17
Fir a,x € R mit a > 0 sei

a = lim a’,
n—oo

wobei (s,) eine Folge rationaler Zahlen ist, die gegen x konvergiert.
Fir alle x > 0 sei auBerdem 0% := 0.
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Beispiel 5.18

Wir wollen 2™ berechnen.

Es gilt m = 3.14159....

Die Kreiszahl 7 ist nicht rational.

Wenn wir wie oben die rationale Folge (s,) wahlen, die gegen 7
konvergiert, so erhalten wir

s1=3.1, s=314, s3=3.141, s =3.1415

und so weiter.
Es gilt

2% =8.57, 2% =8.815, 2% =8.82135 und 2* = 8.82441.

Die Folge (s,) konvergiert gegen .
Die Folge (2°") konvergiert gegen 2.
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Die Potenzrechenregeln gelten auch fiir Potenzen mit reellen
Exponenten.

Satz 5.19

Es seien a und b reelle Zahlen > 0 und x und y beliebige reelle
Zahlen.

Dann gilt:

1. 8% -3 =ty
2. 8- b= (a- b)*
3. (&%) =Y

4. Ist a # 0, so gilt ‘;’—; =a7.

Den Beweis dieses Satzes findet man wieder in der einschlagigen
Literatur.
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Definition 5.20

Sei a > 0 eine reelle Zahl.

Die Funktion f : R — R; x — a* heiBt die Exponentialfunktion zur
Basis a.

Auch Funktionen der Form f(x) = c - a* werden gelegentlich als
Exponentialfunktionen bezeichnet.

Es ist wichtig, dass Exponentialfunktionen nicht mit
Potenzfunktionen verwechselt werden, die die Form f(x) = x" fiir
eine reelle Zahl r haben.

Bei den Potenzfunktionen wird die Basis variiert, bei den
Exponentialfunktionen der Exponent.
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Satz 5.21

Sei a > 0. Dann ist die Exponentialfunktion f(x) = a* auf ganz R
stetig.

Ist a > 1, so ist die Exponentialfunktion zur Basis x streng
monoton wachsend.

Ist 0 < a < 1, so ist die Exponentialfunktion zur Basis a streng
monoton fallend.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir wieder auf die gangigen
Lehrbiicher der Analysis.

Da die Exponentialfunktion x — a* fiir a # 1 streng monoton ist,
besitzt sie eine Umkehrfunktion.
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Definition 5.22

Ist a € R, a> 0 und a# 1, so bezeichnet man die Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion x +— a* als Logarithmus zur Basis a und
schreibt log, x fiir den Wert dieser Umkehrfunktion an der Stelle x.
Ist 0 < a< 1, sogiltlimy_o @ =0 und limy_,_o & = 0.

Ist a > 1, so gilt limy_o @ =00 und limy_,_, @ =0.

Damit ist in beiden Fallen der Definitionsbereich der
Logarithmusfunktion x — log, x die Menge (0, c0).

Als Umkehrfunktionen der stetigen Exponentialfunktionen sind die
Logarithmusfunktionen ebenfalls stetig.

Besonders wichtig sind die Logarithmusfunktionen log,, log, und
logs.

Anstelle von log, x schreibt man oft In x.

Den Logarithmus zur Basis e nennt man den natiirlichen
Logarithmus.
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Satz 5.23
Es seien a,x,y,r e R mita>0,x>0,y >0 unda=#1.
Dann gilt:

1. log,(x - y) = log,x + log, ¥
2. log,(x") =r-log,x

3. log, (f) = log, x — log, y

Beweis.
Es gilt

aIOga(X'y) =X-y= alogax . a|0gay — aIOga X+|Ogay.

Da die Exponentialfunktion x — a* streng monoton und damit
injektiv ist, folgt log,(x - y) = log, x + log, y.

Auf dhnliche Weise kénnen wir (2) beweisen. (3) stellen wir als
Ubungsaufgabe. O
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Wir stellen noch fest, dass man Logarithmen zu verschiedenen
Basen leicht ineinander umrechnen kann.

Wir betrachten den Fall einer Basis a und der Basis e.

Wegen x = a8 gilt

Inx = In(a°8>) = log, x - In a.

Damit ist

log, x = —.
a Ina

Der Logarithmus zur Basis a unterscheidet sich vom natiirlichen
Logarithmus also nur um einen konstanten Faktor, namlich um den
Faktor ﬁ

Der nachste Satz und die spater daraus gefolgerte Ableitung der
Funktion x — e€* zeigen die besondere Bedeutung der Zahl e und
des natiirlichen Logarithmus.
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Satz 5.24
Der natiirliche Logarithmus In ist auf seinem gesamten
Definitionsbereich differenzierbar und fiir alle x € (0,00) gilt

(Inx) = %

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir eine Vorbemerkung:

Sei (x,) eine Folge reeller Zahlen > —1 mit x, — 0 fiir n — oo.
Dann gilt

lim (1 +x,,)i =e.

n—oo

Ein Spezialfall ist unsere Definition der Zahl e:

1 n
e= lim <1 + >
n—o00 n

Hierbei ist die Folge (x,) durch x, = % gegeben.



Wir konnen nun leicht die Ableitungen der allgemeinen
Logarithmusfunktionen berechnen.

Seien a und x reelle Zahlen > 0.

Dann ist

Inx 1

(log, x)" = (lna>/: %-(Inx)/: -

Nachdem wir die Ableitung von In berechnet haben, konnen wir
mit Hilfe der Umkehrregel auch e* ableiten.

Satz 5.25
Fiir alle x € R gilt (e*)' = €*.

X | =

Dieser zeigt deutlich warum die Funktion x — e* so wichtig ist:
Die Ableitung dieser Funktion ist die Funktion selber und die
e-Funktion ist, bis auf einen konstanten Faktor, die einzige
Funktion von R nach R mit dieser Eigenschaft.
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Wir berechnen nun die Ableitungen allgemeiner
Exponentialfunktionen x — a*. Es gilt

X
X = eln(a ) — exlna'
Damit ist
(aX)/ — (exlna)/ — exlna . (Xlna)/ — exlna Ina=3%Ina.

Nachdem wir nun Logarithmen und Exponentialfunktionen ableiten
konnen, betrachten wir Potenzfunktionen.

Satz 5.26
Sei r eine reelle Zahl.
Dann gilt fiir alle x € (0, 00):

(Xr)/ —r. Xr—l
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Der Grund dafir, dass wir nur reelle Zahlen x > 0 betrachten, ist
der, dass wir keine Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen konnen.
Fiir ganze Zahlen r konnen wir x” fiir beliebige x berechnen.
Wir wissen bereits, dass fiir alle natiirlichen Zahlen r und alle

x € R gilt:

(Xr)/ —r. Xr—l

Mit Hilfe der Quotientenregel kann man leicht nachrechnen, dass
die Gleichung (x")" = r - x"~1 auch fiir negative r € Z und alle
x € R gilt.
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Beispiel 5.27
a) Es sei f(x) =27, Dann gilt
Fl(x)=2""In2- (=x2) =27 - In2- (—2x)
= —2x-27% .In2,

b) Es sei f(x) = x" - logy x mit D(f) = (0,00) und r € R. Dann
gilt nach der Produktregel

1 1 1
! _ 1 ro_— - _,r1 =
f'(x) =rx logy, x + x 5 =X <r|og2x+|n2>.
c) Es sei f(x) = In(Inx) mit D(f) = (1, 00). Dann gilt nach der
Kettenregel
F(x) = — - (Inx) = —
~nx ~ xInx’

Mathematik Il fiir Studierende der Informatik



Wir betrachten noch ein interessantes Beispiel, namlich das
sogenannte logarithmische Differenzieren.

Fiir x > 0 sei f(x) = x*.

Wir wollen f/(x) bestimmen.

Es gilt

(Xx)l _ (elnx")/ _ (exInX)/ _ exlnx . (X|nX)/

1
=x*- <Inx—|—x~> =x*-(1+Inx).
X

Anstelle von f(x) schreibt man also e"(f(x)) und berechnet die
Ableitung nach Anwendung von Rechenregeln fiir den Logarithmus
mit Hilfe der Kettenregel.

Diese Methode, Ableitungen zu berechnen, ist zum Beispiel immer
dann ein vielversprechender Ansatz, wenn sich die Funktion f auf
nicht-triviale Weise in der Form f(x) = g(x)"*) schreiben l3sst.
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Die geometrische Bedeutung der ersten und zweiten
Ableitung

Ist f eine konstante Funktion, so ist die Ableitung von f Ulberall
gleich 0.
Die Umkehrung dieser Aussage gilt auch:

Satz 5.28

Sei f eine reelle Funktion, die auf dem Intervall [a, b] stetig und
auf dem Interval (a, b) differenzierbar ist. Gilt f'(x) = 0 fiir alle
x € (a, b) so ist f auf dem Intervall [a, b] konstant.

Dieser Satz ist anschaulich klar:
Wenn eine Funktion nirgends steigt oder fallt, so ist sie konstant.
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Der folgende Satz ist ahnlich einleuchtend:

Satz 5.29

Sei f stetig auf dem Intervall [a, b] und differenzierbar auf dem
Intervall (a, b).

Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b] streng monoton
wachsend.

Gilt f'(x) < 0 fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b] streng monoton
fallend.
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Beide Satze folgen leicht aus dem wichtigen Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, den wir hier ohne Beweis angeben.

Satz 5.30 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Die reelle Funktion f sei stetig auf dem Intervall [a, b] und
differenzierbar auf (a, b).
Dann gibt es mindestens ein § € (a, b) mit

Der Mittelwertsatz ist ebenfalls plausibel:
Er besagt, dass es zwischen a und b eine Stelle £ gibt, so dass die
Tangente im Punkt (£, f(£)) dieselbe Steigung hat wie die Sekante
durch die Punkte (a,f(a)) und (b, f(b)).
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