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Funktionsgrenzwerte

Eine reelle Funktion ist eine Funktion von einer Teilmenge D von
R in die reellen Zahlen.
Im Zusammenhang mit reellen Funktionen f betrachtet man
Grenzwerte des Typs

lim
x→x0

f (x),

sogenannte Funktionsgrenzwerte.

Für eine reelle Funktion f bezeichnen wir mit D(f ) den
Definitionsbereich von f .
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Definition 4.31
Sei f eine reelle Funktion und x0 ∈ R.
Angenommen, es gibt eine Folge (xn) von Elementen von
D(f ) \ {x0} mit limn→∞ xn = x0.

Wir sagen, dass f an der Stelle x0 den Grenzwert a hat, und
schreiben

lim
x→x0

f (x) = a,

falls für alle Folge (xn) von Elementen von D(f ) \ {x0} mit
limn→∞ xn = x0 die Folge (f (xn))n∈N gegen a konvergiert, wenn
also

lim
n→∞

f (xn) = a

gilt.
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In dieser Definition wird nicht vorausgesetzt, dass x0 im
Definitionsbereich von f liegt.
Es ist auch völlig irrelevant, welchen Funktionswert f an der Stelle
x0 hat, falls x0 in D(f ) liegt.

Wir können für den Grenzwert a auch die uneigentlichen
Grenzwerte −∞ und ∞ zulassen und definieren auf die
naheliegende Weise, wann limx→x0 f (x) =∞ oder
limx→x0 f (x) = −∞ gilt.
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Schließlich lassen wir auch für x0 die uneigentlichen Grenzwerte ∞
und −∞ zu.

lim
x→∞

f (x) = a

bedeutet also, dass es mindestens eine Folge (xn) von Elementen
von D(f ) gibt, für die xn →∞ gilt, und dass für alle solchen
Folgen

lim
n→∞

f (xn) = a

gilt.
Wieder sind dabei a = −∞ und a =∞ zugelassen.
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Analog definieren wir, wann

lim
x→−∞

f (x) = a

gilt.

Anstelle von limx→x0 f (x) = a schreiben wir auch f (x)→ a für
x → x0.
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Beispiel 4.32

a) Sei f : R→ R die Funktion mit f (x) = x2. Dann ist D(f ) = R.
Für jedes x0 ∈ R gilt nun limx→x0 f (x) = x20 .
Sei nämlich (xn) eine Folge reeller Zahlen mit limn→∞ xn = x0 und
xn 6= x0 für alle n ∈ N.
Dann gilt

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

x2n =
(

lim
n→∞

xn
)
·
(

lim
n→∞

xn
)

= x20 .

Auf ähnliche Weise sieht man limx→∞ f (x) =∞ und
limx→−∞ f (x) =∞
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b) Sei f : [0,∞)→ R die Funktion mit

f (x) =

{
1, falls x > 0, und

0, falls x = 0.

Wir berechnen limx→0 f (x). Für jede Folge (xn) von Elementen
von (0,∞) mit xn → 0 gilt

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

1 = 1,

obwohl f (0) = 0 ist.
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c) Sei f : R→ R definiert durch

f (x) =


1, falls x > 0,

0, falls x = 0, und

−1, falls x < 0.

Wir untersuchen, ob der Grenzwert limx→0 f (x) existiert.

Dazu betrachten wir die Folge (xn) mit xn = (−1)n
n .

Dann gilt xn → 0 und für alle n ∈ N ist xn 6= 0.

Für alle geraden n ist xn > 0 und damit ist f (xn) = 1. Für alle
ungeraden n ist xn < 0 und damit ist f (xn) = −1. Es folgt, dass
der Grenzwert limn→∞ f (xn) nicht existiert. Damit existiert auch
der Grenzwert limx→0 f (x) nicht.
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d) Wir betrachten noch die Funktion f (x) = 1
x .

Hier ist es wichtig, welchen Definitionsbereich wir zu Grunde legen.
Sei zunächst D(f ) = (0,∞).

Für alle x0 ∈ (0,∞) gilt limx→x0 f (x) = 1
x0

.
Außerdem ist limx→0 f (x) =∞.

Betrachten wir nun die Funktion f mit dem Definitionsbereich
(−∞, 0), so ist für alle x0 ∈ (−∞, 0) wieder limx→x0 f (x) = 1

x0
.

Außerdem gilt limx→0 = −∞.

Betrachten wir die Funktion schließlich auf dem Definitionsbereich
R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0,∞), so existiert der Grenzwert
limx→0 f (x) nicht.
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Stetigkeit

Definition 4.33
Es sei f eine reelle Funktion und x0 ∈ D(f ).
Die Funktion f heißt stetig an der Stelle x0, falls für alle Folgen
(xn) in D(f ) mit xn → x0 gilt:

lim
n→∞

f (xn) = f (x0).

Die Funktion f heißt stetig auf einer Menge X ⊆ D(f ), falls f an
jeder Stelle x0 ∈ X stetig ist.
Falls eine reelle Funktion auf ihrem gesamten Definitionsbereich
stetig ist, so nennen wir die Funktion stetig.
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Ist eine Funktion f nicht stetig bei x0 ∈ D(f ), so ist x0 eine
Unstetigkeitsstelle von f .

In den Beispielen, die uns interessieren, wird es immer so sein, dass
es für jedes x0 ∈ D(f ) mindestens eine Folge (xn) gibt, die gegen
x0 konvergiert, so dass für alle n ∈ N die reelle Zahl xn von x0
verschieden ist.
In diesem Fall ist f genau dann bei x0 ∈ D(f ) stetig, wenn

lim
x→x0

f (x) = f (x0)

gilt.
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Beispiel 4.34

a) Sei c ∈ R.
Dann ist die konstante Funktion f : R→ R; x 7→ c auf ganz R
stetig.
Für jedes x0 ∈ R gilt ja

lim
x→x0

f (x) = c = f (x0).

b) Die identische Funktion f : R→ R; x 7→ x ist an jeder Stelle
x0 ∈ R stetig.
Sei nämlich x0 ∈ R und sei (xn) eine Folge mit xn → x0.
Dann gilt

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

xn = x0 = f (x0).
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c) Nach Beispiel 4.32 a) ist die Funktion f : R→ R; x 7→ x2 an
jeder Stelle x0 ∈ R stetig.

d) Nach Beispiel 4.32 d) ist die Funktion f (x) = 1
x an jeder Stelle

ihres Definitionsbereichs R \ {0} stetig.
e) Die Funktion f : [0,∞)→ R mit

f (x) =

{
1, falls x > 0, und

0, falls x = 0.

aus Beispiel 4.32 b) ist an der Stelle x0 = 0 unstetig.
f) Die Funktion f aus Beispiel 4.32 c) ist ebenfalls an der Stelle
x0 = 0 unstetig.
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Anschaulich kann man sich die Stetigkeit einer Funktion wie folgt
vorstellen:

Der Graph einer reellen Funktion f ist die Menge

{(x , f (x)) : x ∈ D(f )} ⊆ R2.

Ist f auf einem Intervall I ⊆ R definiert, so ist f genau dann auf I
stetig, wenn man den Graphen von f auf dem Intervall I ohne
abzusetzen zeichnen kann.
Die Graphen der Funktionen aus Beispiel 4.34 a)–d) kann man auf
jedem Interval in ihrem Definitionsbereich ohne abzusetzen
zeichnen, bei den Funktion aus e) und f) geht das nicht, da die
Graphen jeweils bei x0 = 0 Sprünge aufweisen.
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Für zwei reelle Funktionen f und g definiert man f + g als die
Funktion mit dem Definititionsbereich D(f ) ∩ D(g), so dass für
alle x ∈ D(f ) ∩ D(g) gilt:

(f + g)(x) = f (x) + g(x)

Analog definiert man f − g , f · g und f
g .

Im Falle von f
g muss man allerdings noch diejenigen

x ∈ D(f ) ∩ D(g) aus dem Definitionsbereich von f
g ausschließen,

für die g(x) = 0 gilt.
Der Definitionsbereich von f

g ist also die Menge

(D(f ) ∩ D(g)) \ {x ∈ R : g(x) = 0}.
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Satz 4.35
Seien f und g reelle Funktionen, die an der Stelle
x0 ∈ D(f ) ∩ D(g) stetig sind.
Dann sind auch die Funktionen f + g , f − g und f · g bei x0 stetig.
Ist g(x0) 6= 0, so ist auch f

g an der Stelle x0 stetig.

Wir erinnern uns daran, dass ein Polynom p über R ein Ausdruck
der Form

a0 + a1X + · · ·+ anX
n

ist, wobei die ai reelle Zahlen sind und X eine Unbekannte ist.
Die zu einem reellen Polynom p = a0 + a1X + · · ·+ anX

n

gehörende Polynomabbildung ist die Funktion

R→ R; x 7→ a0 + a1x + · · ·+ anx
n.

Im Falle reeller Polynome können wir ein Polynom als formalen
Ausdruck mit seiner Polynomfunktion identifizieren.
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Eine rationale Funktion ist ein Quotient

R(x) =
P(x)

Q(x)

zweier reeller Polynome.
Der Definitionsbereich von R ist in diesem Fall die Menge
D(R) = {x ∈ R : Q(x) 6= 0}.
Aus Satz 4.35 und aus Beispiel 4.34 ergibt sich sofort der folgende
Satz:

Satz 4.36
Jedes reelle Polynom ist auf ganz R stetig.
Jede rationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich stetig.
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Wir diskutieren noch eine weitere, äquivalente Definition der
Stetigkeit, die sogenannte ε-δ-Definition.

Satz 4.37
Sei f eine reelle Funktion und sei x0 ∈ D(f ).
Dann ist f genau dann an der Stelle x0 stetig, wenn folgendes gilt:

Für alle ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass für all x ∈ D(f ) mit
|x − x0| < δ die Ungleichung |f (x0)− f (x)| < ε gilt.
In Quantorenschreibweise liest sich diese Bedingung so:

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ D(f )(|x − x0| < δ ⇒ |f (x)− f (x0)| < ε)
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Beispiel 4.38

a) Wir betrachten zunächst für ein c ∈ R die konstante Funktion
f : R→ R; x → c .
Sei x0 ∈ R und ε > 0.
Dann gilt für alle x ∈ R die Gleichung |f (x)− f (x0)| = |c − c | = 0.
Also kann man δ > 0 beliebig wählen und für alle x ∈ R mit
|x − x0| < δ gilt immer noch |f (x)− f (x0)| < ε.
Insbesondere erfüllt f bei x0 die ε-δ-Definition der Stetigkeit.
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b) Sei f : R→ R; x → x die Identität.
Weiter sei x0 ∈ R und ε > 0.
Setze δ = ε.
Dann gilt für alle x ∈ R mit |x − x0| < δ die Ungleichung

|f (x)− f (x0)| = |x − x0| < δ = ε.

Also erfüllt f bei x0 die ε-δ-Definition der Stetigkeit.
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c) Sei f : R→ R; x 7→ x2.
Sei x0 = 1 und ε = 2.
Wir wollen δ > 0 finden, so dass für alle x ∈ R mit |x − x0| < δ die
Ungleichung |f (x)− f (x0)| < ε gilt.
Es soll also |x2 − 1| < 2 gelten.
Ist x = 2, so ist x2 − 1 = 3 ≥ 2.
Ist aber zum Beispiel x = 3

2 , so gilt x2 − 1 = 9
4 − 1 = 5

4 < 2.

Ist x = 0, so gilt |x2 − 1| = 1 < 2.
Für alle x ∈ [0, 32 ] gilt ebenfalls |x2 − 1| < 2. (Wir werden später
noch sehen, warum das so ist.)
Wenn wir also δ = 1

2 wählen, so erreichen wir, dass für alle x mit
|x − x0| < δ die Ungleichung |f (x)− f (x0)| < ε gilt.
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Wir halten nun ε = 2 fest und betrachten x0 = 3.
Wir probieren aus, ob es δ = 1

2 auch in diesem Fall tut. Sei zum
Beispiel x = 3.4.
Dann ist |x − x0| < 1

2 , aber es gilt x2 = 11.56.
Damit ist

|f (x)− f (x0)| = |x2 − x20 | = |11.56− 9| = 2.56 ≥ 2.

Wir müssen in diesem Falle das δ also kleiner wählen.
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Dazu stellen wir zunächst fest, dass x2− x20 = (x − x0)(x + x0) gilt.
Damit ist

|x2 − x20 | = |(x − x0)(x + x0)| = |x − x0| · |x + x0|.

Gehen wir davon aus, dass wir δ auf keinen Fall größer als 1
wählen, so ist gilt alle x mit|x − x0| < δ die Ungleichung

|x2 − x20 | = |x − x0| · |x + x0| < δ · (|1 + x0|+ |x0|).

In unserem Fall ist x0 = 3 und damit gilt

|x2 − x20 | < δ · 7.

Um also |x2 − x20 | < ε zu erreichen, genügt es, δ = ε
7 zu setzen,

wobei wir aber oben schon δ ≤ 1 angenommen haben.
Damit leistet δ = min( ε7 , 1) das Gewünschte.
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Im Falle ε = 2 können wir also δ = 2
7 wählen, um diese Instanz der

ε-δ-Stetigkeit von f an der Stelle x0 = 3 nachzurechnen.
Man beachte, dass hierbei das zu einem ε passende δ von der
Stelle x0 abhängt, anders als bei den Beispielen a) und b).

d) Wir betrachten nun noch die Funktion f : [0,∞)→ R mit

f (x) =

{
1, falls x > 0, und

0, falls x = 0.

Setzt man ε = 1 und x0 = 0, so existiert für alle δ > 0 ein
x ∈ [0,∞) mit |x − x0| < δ und x > 0, zum Beispiel x = δ

2 .
Für jedes solche x gilt nun

|f (x)− f (x0)| = |1− 0| = 1 ≥ ε.

Damit erfüllt die Funktion f nicht die ε-δ-Definition der Stetigkeit
an der Stelle 0.
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Abschließend halten wir noch fest, dass man Stetigkeit auch so
interpretieren können, dass die Anwendung einer stetigen Funktion
mit dem Limesoperator lim vertauscht.
Ist (xn) eine konvergente Folge im Definitionsbereich von f , so gilt

lim
n→∞

f (xn) = f
(

lim
n→∞

xn
)
.

Auf diese Weise hilft die Stetigkeit der Funktion f bei der
Bestimmung des Grenzwertes der Folge (f (xn)).
Das ist nützlich, da praktisch alle reellen Funktion, die nicht durch
Fallunterscheidung definiert werden, stetig sind, also zum Beispiel
die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, die
Logarithmusfunktion und die Exponentialfunktion.
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Differentialrechnung
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Wenn die Position eines sich bewegenden Objekts durch eine
Funktion in Abhängigkeit von der Zeit gegeben ist, so ist es
naheliegend zu fragen, welche Geschwindigkeit der Körper zu
einem bestimmten Zeitpunkt hat oder welche Beschleunigung er zu
einem bestimmten Zeitraum erfährt.
Allgemein kann man für Funktionen, die den Wert irgendeiner
Größe in Abhängigkeit von der Zeit beschreiben, fragen, welche
Änderungsrate diese Größe zu einem bestimmten Zeitpunkt hat.
Rein geometrisch möchte man wissen, wie man für eine reelle
Funktion f die Tangente an den Graphen der Funktion in einem
Punkt (x0, f (x0)) findet, falls man überhaupt sinnvoll definieren
kann, was diese Tangente ist.

Alle diese Fragen kann man mit Hilfe der Differentialrechnung
beantworten, die auf Isaac Newton (1643–1727) und Leibniz
(1646–1716) zurückgeht.
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Die Ableitung einer Funktion
Wir betrachten eine reelle Funktion f : I → R, wobei wir
voraussetzen, dass I ein Interval ist. Die Stelle x0 ∈ I sei fest
gewählt.
Zu jedem x ∈ I betrachten wir den Differenzenquotienten

f (x)− f (x0)

x − x0
.

Dieser Differenzenquotient gibt die Steigung der Geraden durch die
Punkte (x0, f (x0)) und (x , f (x)) an oder auch das Verhältnis der
Änderung von f ur Änderung von x .
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Die Gerade durch die Punkte (x0, f (x0)) und (x , f (x)) nennt man
eine Sekante im Punkt (x0, f (x0)).
Wenn wir jetzt den Punkt x immer näher an x0 heran wandern
lassen, so nähert sich die Sekante der Tangente an den Graphen
von f im Punkt (x0, f (x0)) an.

Die Steigung der Sekante nähert sich dabei dem Wert

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

an, falls dieser Grenzwert überhaupt existiert.
Diesen Grenzwert werden wir die Ableitung von f an der Stelle x0
nennen und mit f ′(x0) bezeichnen.
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Definition 5.1
Sei f eine reelle Funktion.
Dann heißt f an der Stelle x0 ∈ D(f ) differenzierbar, falls der
Grenzwert

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

existiert.
Im Falle der Existenz bezeichnen wir diesen Grenzwert mit f ′(x0)
und nennen ihn die Ableitung von f an der Stelle x0.
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Die Funktion f heißt differenzierbar auf einer Menge X ⊆ D(f ),
wenn f an jeder Stelle x0 ∈ X differenzierbar ist.
Schließlich definieren wir zu f noch eine reelle Funktion f ′ mit

D(f ′) = {x0 ∈ D(f ) : f ist an der Stelle x0 differenzierbar},

die jedem x0 ∈ D(f ) die Ableitung f ′(x0) von f an der Stelle x0
zuordnet.
Diese Funktion f ′ nennen wir die Ableitung von f .
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Beispiel 5.2

a) a) Wir betrachten zunächst für ein c ∈ R die konstante
Funktion f : R→ R; x → c .
Für jedes x0 ∈ R gilt dann

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0

c − c

x − x0
= 0.

Damit ist f ′(x0) = 0.
Die Ableitung einer konstanten Funktion ist also die Funktion, die
konstant 0 ist.
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b) Sei f : R→ R; x → x die Identität und x0 ∈ R.
Dann gilt

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0

x − x0
x − x0

= 1.

Die Ableitung der identischen Funktion ist also die Funktion, die
konstant den Wert 1 hat.
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c) Sei f : R→ R; x 7→ x2 und x0 ∈ R.
Dann gilt

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0

x2 − x20
x − x0

= lim
x→x0

(x − x0) · (x + x0)

x − x0
= lim

x→x0
(x + x0) = 2x0.

Die Funktion, die durch f (x) = x2 definiert ist, hat also die
Ableitung f ′(x) = 2x .
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d) Wir betrachten noch die Betragsfunktion f (x) = |x |.
Für alle x0 > 0 ist

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0

|x | − |x0|
x − x0

= lim
x→x0

x − x0
x − x0

= 1.

Für alle x0 < 0 gilt

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0

|x | − |x0|
x − x0

= lim
x→x0

(−x)− (−x0)

x − x0
= lim

x→x0
−x − x0
x − x0

= −1.
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Die Ableitung f ′(0) existiert jedoch nicht.
Sei nämlich (xn) definiert durch xn = 1

n .
Dann ist limn→∞ xn = 0 und

lim
n→∞

f (xn)− f (0)

xn − 0
= lim

n→∞

∣∣ 1
n

∣∣− |0|
1
n − 0

= lim
n→∞

1
n
1
n

= 1.

Sei nun xn = − 1
n .

Dann ist limn→∞ xn = 0 und

lim
n→∞

f (xn)− f (0)

xn − 0
= lim

n→∞

∣∣− 1
n

∣∣− |0|
− 1

n − 0
= lim

n→∞

1
n

− 1
n

= −1.

Also existiert der Grenzwert limx→0
f (x)−f (0)

x−0 nicht.
Die Betragsfunktion ist an der Stelle 0 also nicht differenzierbar.
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Satz 5.3
Sei f eine reelle Funktion und x0 ∈ D(f ).
Wir nehmen an, dass es eine Folge (xn) in D(f ) gibt, die gegen x0
konvergiert, wobei xn 6= x0 für alle n ∈ N gilt.
Ist f an der Stelle x0 ∈ D(f ) differenzierbar, so ist f an der Stelle
x0 auch stetig.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.
So ist zum Beispiel die Betragsfunktion an der Stelle 0 stetig, aber,
wie wir bereits gesehen haben, nicht differenzierbar.
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Bemerkung 5.4

a) Ist eine reelle Funktion f an der Stelle x0 ∈ D(f ) differenzierbar,
so lautet die Gleichung für die Tangente an den Graphen von f im
Punkt (x0, f (x0)) wie folgt:

y = f ′(x0)(x − x0) + f (x0)

b) Für eine reelle Funktion f definieren wir die höheren Ableitung
von f an der Stelle x0, falls diese existieren, rekursiv wie folgt:

Die 0-te Ableitung von f an der Stelle x0 ist f (x0).
Wenn die n-te Ableitung f (n) für ein n ∈ N0 bereits definiert ist, so
sei die (n + 1)-te Ableitung von f bei x0 die Zahl

f (n+1)(x0) =
(
f (n)

)′
(x0).
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c) Anstelle von f ′(x0) schreibt man auch df
dx (x0) oder Df (x0).

d) Führen wir eine Variable h für x − x0 ein, so ergibt sich

f (x)− f (x0)

x − x0
=

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Für den Grenzwert des Differenzenquotienten können wir dann

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

schreiben.
In diesem Ausdruck kommt die Variable x nicht mehr vor.
Wenn wir die Notation vereinfachen und x anstelle von x0
schreiben, so erhalten wir

f ′(x) = lim
h→0

f (x + h)− f (x)

h
.
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Ableitungsregeln

Im Normalfall müssen wir zur Berechnung einer Ableitung nicht
den Grenzwert des Differenzenquotienten berechnen, sondern
können verschiedene Ableitungsregeln einsetzen.
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Satz 5.5
Seien f und g reelle Funktionen, die beide zumindest auf dem
Interval [a, b] definiert sind. Weiter seien f und g beide an der
Stelle x0 ∈ [a, b] differenzierbar und c ∈ R Dann sind auch die
Funktionen f + g , f − g , c · f und f · g an der Stelle x0
differenzierbar. Ist g(x0) 6= 0, so ist auch f

g an der Stelle x0
differenzierbar. Für die Ableitungen dieser Funktion gelten die
folgenden Regeln:

1. (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g ′(x0) (Summenregel)

2. (f − g)′(x0) = f ′(x0)− g ′(x0)

3. (c · f )′(x0) = c · f ′(x0)

4. (f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f (x0) · g ′(x0) (Produktregel)

5.
(

f
g

)′
(x0) = f ′(x0)·g(x0)−f (x0)·g ′(x0)

(g(x0))2
(Quotientenregel)
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Satz 5.6
Für n ∈ N sei f : R→ R; x → xn. Dann ist f auf ganz R
differenzierbar und es gilt f ′(x) = n · xn−1.

Beweis.
Wir beweisen den Satz durch vollständige Induktion.
Für n = 1 ist f (x) = x1 = x . Wir haben bereits gesehen, dass in
diesem Fall f ′(x) = 1 = x0 gilt.
Sei nun n ∈ N. Angenommen, es gilt (xn)′ = n · xn−1. Dann ist

(xn+1)′ = (xn · x)′ = (xn)′ · x + xn · 1
= n · xn−1 · x + xn = (n + 1) · xn.
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