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Satz 2.27 (Basisergänzungssatz)

Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Weiter seien
v1, . . . , vr ,w1, . . . ,ws ∈ V . Angenommen, v1, . . . , vr sind linear
unabhängig und die Vektoren v1, . . . , vr ,w1, . . . ,ws erzeugen den
Vektorraum V .

Falls v1, . . . , vr noch keine Basis von V bilden, so kann man
v1, . . . , vr durch Hinzufügen von Vektoren aus {w1, . . . ,ws} zu
einer Basis von V ergänzen.

Korollar 2.28
Sind v1, . . . , vr und w1, . . . ,ws Basen von V , so gilt r = s.
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Definition 2.29
Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum über einem Körper K .
Dann ist die Dimension von V die eindeutig bestimmte Zahl
n ∈ N0, so dass jede Basis von V genau n Vektoren umfasst.
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Beispiel 2.30

b) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix

1 2 3 −1 −1 2 0
0 1 3 2 0 0 0
0 0 0 0 1 −3 0
0 0 0 0 0 0 0

 .

Wir führen das Gauß-Jordan-Verfahren durch, um die Matrix auf
reduzierte Zeilenstufenform zu bringen.
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Die reduzierte Zeilenstufenform lautet
1 0 −3 −5 0 −1 0
0 1 3 2 0 0 0
0 0 0 0 1 −3 0
0 0 0 0 0 0 0


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Nun lesen wir die Lösung ab, wobei wir für die freien Variablen x3,
x4 und x6 die Parameter r , s und t einsetzen.
Es ergibt sich die folgende allgemeine Lösung:

x1 = 3r + 5s + t,

x2 = −3r − 2s,

x3 = r ,

x4 = s,

x5 = 3t,

x6 = t,

r , s, t ∈ R
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Diese Lösung können wir auch mit Hilfe von Vektoren wie folgt
schreiben: 

x1
x2
x3
x4
x5
x6

 = r



3
−3
1
0
0
0

+ s



5
−2
0
1
0
0

+ t



1
0
0
0
3
1


Offenbar ist jede Lösung (x1, . . . , x6) des Gleichungssystems eine
Linearkombinationen der Vektoren v1 = (3,−3, 1, 0, 0, 0),
v2 = (5,−2, 0, 1, 0, 0) und v3 = (1, 0, 0, 0, 3, 1).
Dabei sind die Skalare r , s und t durch (x1, . . . , x6) eindeutig
bestimmt, da ja r = x3, s = x4 und t = x6 gilt.
Also bilden v1, v2, v3 eine Basis des Lösungsraumes des
Gleichungssystems.
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Dieses Beispiel zeigt, wie das Gauß-Jordan-Verfahren benutzt
werden kann, um eine Basis des Lösungsraumes eines homogenen
Gleichungssystems zu bestimmen:

Man berechne zunächst die reduzierte Zeilenstufenform der
erweiterten Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems, führe für
jede freie Variable einen Parameter ein und gebe die Lösung dann
wie oben in Vektordarstellung an.

Die Vektoren, die dabei auftreten, sind bereits eine Basis des
Lösungsraumes des Gleichungssystems.
Man beachte, dass die Dimension des Lösungsraumes genau die
Anzahl der freien Variablen ist.
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Korollar 2.31
Sei V ein K -Vektorraum der Dimension n und seien v1, . . . , vr ∈ V
linear unabhängig. Dann gilt r ≤ n.

Korollar 2.32
Sei V ein K -Vektorraum der Dimension n und sei v1, . . . , vr ein
Erzeugendensystem von V . Dann gilt n ≤ r .
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Korollar 2.33
Sei V ein K -Vektorraum der Dimension n und seien v1, . . . , vn ∈ V
Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. v1, . . . , vn sind linear unabhängig.

2. v1, . . . , vn erzeugen V .

Satz 2.34
Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und U ein Unterraum
von V .
Dann ist U ebenfalls endlich erzeugt und die Dimension von U ist
höchstens n.

Ist die Dimension von U genau n, so gilt U = V .
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Beispiel 2.35

Wir bestimmen sämtliche Unterräume von R2. Da R2 die
Dimension 2 hat, können die Unterräume nur die Dimensionen 0, 1
und 2 haben. Der einzige Unterraum der Dimension 0 ist der
Raum {(0, 0)}. Unterräume der Dimension 1 bestehen aus allen
Vielfachen eines Vektors. Es handelt sich also um Geraden durch
den Nullpunkt. Alle Geraden durch (0, 0) sind eindimensionale
Unterräume von R2. Es gibt nur einen Unterraum der Dimension
2, nämlich R2 selber.

Die Unterräume von R3 können die Dimensionen 0, 1, 2 und 3
haben. Der eindeutig bestimmte 0-dimensionale Unterraum ist die
Menge {0}. Die 1-dimensionalen Unterräume sind Geraden durch
0. Die 2-dimensionalen Unterräume sind Ebenen, die den
Nullvektor enthalten. Der einzige 3-dimensionale Unterraum ist R3

selber.
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Bestimmung von Basen
Der Basisergänzungssatz besagt unter anderem, dass wir aus einem
endlichen Erzeugendensystem w1, . . . ,ws eines Vektorraums V eine
Basis des Vektorraums auswählen können.

Dazu müssen wir nur solange linear unabhängige Vektoren aus dem
Erzeugendensystem auswählen, bis wir keinen weiteren Vektor
mehr finden, der von den bereits gewählten Vektoren linear
unabhängig ist.

Allerdings ist das Überprüfen auf lineare Unabhängigkeit
aufwendig. Wir diskutieren daher noch eine andere Methode, eine
Basis eines Vektorraums zu finden, der durch ein
Erzeugendensystem gegeben ist.
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Definition 2.36
Sei A eine (m × n)-Matrix über einem Körper K . Der Zeilenraum
von A ist der von den Zeilen der Matrix A erzeugte Unterraum von
Kn. Der Spaltenraum von A ist der von den Spalten der Matrix A
erzeugte Unterraum von Km.

Lemma 2.37
Elementare Zeilenumformungen ändern nicht den Zeilenraum einer
Matrix.
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Dieses Lemma gibt uns folgendes Verfahren, um Basen von
Unterräumen zu bestimmen:

Satz 2.38
Sei K ein Körper und seien v1, . . . , vm ∈ Kn. Dann können wir
eine Basis von Lin(v1, . . . , vm) wie folgt bestimmen:

1. Schreibe die Vektoren v1, . . . , vm als Zeilen einer
(m × n)-Matrix A über K. Der Raum Lin(v1, . . . , vm) ist der
Zeilenraum der Matrix A.

2. Führe das Gauß-Jordan-Verfahren durch, um die reduzierte
Zeilenstufenform B der Matrix A zu bestimmen.

3. Die Zeilen der Matrix B, die nicht nur Nullen enthalten,
bilden eine Basis von Lin(v1, . . . , vm).
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Beispiel 2.39

Seien die Vektoren v1 = (1, 2, 3, 0), v2 = (1, 0, 1, 1) und
v3 = (0, 2, 2,−1) aus R4 gegeben. Wir wollen eine Basis des von
v1, v2 und v3 erzeugten Unterraums von R4 bestimmen. Dazu
schreiben wir die Vektoren als Zeilen einer Matrix:1 2 3 0

1 0 1 1
0 2 2 −1


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Die reduzierte Zeilenstufenform lautet1 0 1 1
0 1 1 −1

2
0 0 0 0

 .

Damit ist bilden die Vektoren (1, 0, 1, 1) und (0, 1, 1,−1
2) eine

Basis des von v1, v2 und v3 erzeugten Unterraums von R4.
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Definition 2.40
Sei A eine (m × n)-Matrix über einem Körper K . Der Zeilenrang
von A ist die maximale Anzahl linear unabhängiger Zeilen von A.
Der Spaltenrang von A ist die maximale Anzahl linear
unabhängiger Spalten von A.

Lemma 2.41
Der Spaltenrang einer Matrix A ist die Dimension des
Spaltenraums. Der Zeilenrang ist die Dimension des Zeilenraums.

Eines der überraschenderen Ergebnisse der linearen Algebra ist die
Tatsache, dass der Zeilenrang einer Matrix gleich dem Spaltenrang
ist. Um das zu zeigen, betrachten wir strukturerhaltende
Abbildungen zwischen Vektorräumen.

Mathematik II für Studierende der Informatik



Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen

Mathematik II für Studierende der Informatik



Lineare Abbildungen

Definition 3.1
Seien V und W Vektorräume über demselben Körper K . Eine
Abbildung f : V →W heißt linear, falls für alle u, v ∈ V und alle
λ ∈ K folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. f (u + v) = f (u) + f (v)

2. f (λv) = λf (v)

Beispiel 3.2

a) Sei V = W = R. Dann ist f : V →W ; x 7→ 3x eine lineare
Abbildung: Für alle x , y ∈ V und alle λ ∈ R gilt

f (x + y) = 3(x + y) = 3x + 3y = f (x) + f (y)

und
f (λx) = 3λx = λ · (3x) = λf (x).
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b) Sei V = R2 und W = R. Dann ist g : V →W ; (x , y) 7→ x + 3y
eine lineare Abbildung.

c) Sei V = R3 und W = R2. Dann ist
h : V →W ; (x , y , z) 7→ (x + y + z , 2y − z) eine lineare Abbildung.

d) Sei V der Vektorraum aller Polynome in der Unbestimmen x
über R und W = R. Dann ist die Abbildung

e : V →W ; p(x) 7→ p(27)

eine lineare Abbildung. Seien nämlich p, q ∈ R[x ]. Dann ist

e(p + q) = (p + q)(27) = p(27) + q(27) = e(p) + e(q).

Analog ist e(λp) = (λp)(27) = λ · p(27) = λ · e(p).
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Lineare Abbildungen und Matrizen
Die wichtigsten Beispiele für lineare Abbildungen liefert die
Multiplikation von Matrizen mit Vektoren. Dazu erinnern wir uns
zunächst mal an das Skalarprodukt in Kn und Produkte von
Matrizen.

Definition 3.3
Für zwei Vektoren x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn) aus Kn ist
das (Standard-) Skalarprodukt von x und y definiert als die Zahl

〈x , y〉 =
n∑

i=1

xiyi .
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Ist A = (aij) eine (`×m)-Matrix über K und B = (bjk) eine
(m × n)-Matrix über R, so ist das Produkt von A und B die
(`, n)-Matrix C = AB, deren Eintrag in der i-ten Zeile und k-ten
Spalte die Zahl

cik =
m∑
j=1

aijbjk

ist. Die Zahl cik ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A
mit der k-ten Spalte von B.

Wenn wir Vektoren in Kn als (n × 1)-Matrizen auffassen (d.h., als
Spaltenvektoren), so können wir (m × n)-Matrizen mit solchen
Vektoren multiplizieren.
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Beispiel 3.4

a) Seien x = (1, 2, 3) und y = (−1, 0, 2) Vektoren in R3. Dann ist
〈x , y〉 = −1 + 6 = 5.

b) Es gilt  1 2 3
1 0 1
−1 1 2

−1
0
2

 =

5
1
5

 .

c) Es gilt  1 2 3
1 0 1
−1 1 2

−1 1
0 2
2 0

 =

5 5
1 1
5 1

 .
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d) Wir betrachten die lineare Abbildung

h : R3 → R2; (x , y , z) 7→ (x + y + z , 2y − z).

Für alle (x , y , z) ∈ R2 ist

h(x , y , z) =

(
x + y + z

2y − z

)
=

(
1 1 1
0 2 −1

)x
y
z

 .
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Wie man leicht nachrechnet ist die Multiplikation einer festen
(m × n)-Matrix mit Vektoren aus Kn ist eine lineare Abbildung:

Lemma 3.5
Sei A eine (m × n)-Matrix.
Dann ist die Abbildung

f : Kn → Km; x 7→ Ax

linear.

Dieses Lemma hat auch eine wichtige Umkehrung:
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Satz 3.6
Sei K ein Körper und f : Kn → Km eine lineare Abbildung.
Dann existiert eine (m × n)-Matrix A über K, so dass für alle
x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn die Gleichung f (x) = Ax gilt.
Für i ∈ {1, . . . , n} ist die i -te Spalte von A der Vektor f (ei ), wobei
ei der i-te Einheitsvektor von Kn ist.

Der Beweis dieses Satz zeigt, dass man eine lineare Abbildung
f : Kn → Km bereits dann kennt, wenn man weiß, auf welche
Vektoren die Einheitsvektoren ei abgebildet werden.
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Dasselbe geht für jede Basis des Definitionsbereichs einer linearen
Abbildung:

Ist f : V →W eine lineare Abbildung zwischen zwei
K -Vektorräumen und sei v1, . . . , vn eine Basis von V .
Ist v ∈ V , dann existieren λ1, . . . , λn ∈ K mit
v = λ1v1 + · · ·+ λnvn.
Es gilt nun

f (v) = f (λ1v1 + · · ·+ λnvn) = λ1f (v1) + · · ·+ λnf (vn).

Also ist f durch die Bilder f (v1), . . . , f (vn) der Basisvektoren
eindeutig bestimmt.
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