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Satz 1.16
Mittels elementarer Zeilenumformungen lässt sich jede Matrix über
einem Körper K in eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
überführen. Der folgende Algorithmus, das Gauß-Jordan-Verfahren,
leistet das Gewünschte:
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1. Bestimme die am weitesten links stehende Spalte der Matrix,
die von Null verschiedene Werte enthält.

2. Ist der oberste Eintrag der gefundenen Spalte eine Null, so
vertausche die oberste Zeile mit einer geeigneten Zeile, die in
dieser Spalte keine Null hat.

3. In der bestrachteten Spalte ist nun der oberste Eintrag ein von
Null verschiedenes Körperelement a. Dividiere die erste Zeile
der Matrix durch a und erzeuge so eine führende Eins.

4. Addiere das jeweils passende Vielfache der ersten Zeile zu den
anderen Zeilen, so dass alle Einträge unter der führenden Eins
der ersten Zeile Null werden.

5. Wende die Schritte (1)–(4) auf die Matrix an, die man durch
Streichen der ersten Zeile erhält und iteriere das Verfahren bis
die Matrix Zeilenstufenform hat.

6. Mit der letzten nicht verschwindenen Zeile beginnend, addiere
geeignete Vielfache dieser Zeile zu den darüber liegenden
Zeilen, um über den führenden Einsen Nullen zu erzeugen.
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Wir können nun lineare Gleichungssysteme lösen, indem wir
zunächst die erweiterte Koeffizientenmatrix nach dem
Gauß-Jordan-Verfahren in reduzierte Zeilenstufenform bringen und
dann die Lösungen des Gleichungssystems an dieser erweiterten
Koeffizientenmatrix ablesen.

In manchen Fällen ist es günstiger, den Schritt (6) wegzulassen
und die Lösungen eines Gleichungssystems anhand der erweiterten
Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform durch Rückwärtseinsetzen
zu bestimmen. Diese Variante des Gauß-Jordan-Verfahrens nennt
man das Gauß-Verfahren.
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Betrachtet man nur Matrizen und keine Gleichungssysteme, so
nennt man das Verfahren, in dem man nur die Schritte (1)–(5)
einsetzt, um eine Matrix in Zeilenstufenform zu bringen, ebenfalls
Gauß-Verfahren.

Während eine Matrix verschiedene Zeilenstufenformen haben kann,
ist die reduzierte Zeilenstufenform eindeutig bestimmt.
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Beispiel 1.17

Wir lösen das Gleichungssystem

x + y + 2z = 9

2x + 4y − 3z = 1

3x + 6y − 5z = 0

mittels des Gauß-Verfahrens.

Das Gleichungssystem hat die eindeutige Lösung z = 3,

y = −17

2
+

7

2
z = y = −17

2
+ 72 · 3 = 2

und x = 9− y − 2z = 9− 2− 2 · 3 = 1.
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Beispiel 1.18

Wir wollen das Gleichungssystem

x + y + 2z = 9

2x + 4y − 3z = 1

3x + 6y − 5z = 0.

nun mittels des Gauß-Jordan-Verfahrens lösen.

Aus der reduzierten Zeilenstufenform können wir direkt die Lösung
x = 1, y = 2 und z = 3 ablesen.
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Beispiel 1.19

Wir betrachten das Gleichungssystem

x = 6

x + y = 0

x + 2y = 0.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet1 0 6
1 1 0
1 2 0

 .
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Die Anwendung des Gauß-Verfahrens liefert die Zeilenstufenform1 0 6
0 1 −6
0 0 1

 .

Damit ergibt sich x = 6, y = −6 und 0 = 0x + 0y = 1.

Letzteres ist aber für alle x und y falsch. Damit ist das
Gleichungssystem unlösbar.
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Beispiel 1.20

Wir betrachten das Gleichungssystem

x + 2y = 4

3x + 6y = 12.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix lautet(
1 2 4
3 6 12

)
.
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Addition des (−3)-fachen der ersten Zeile zur zweiten liefert die
(sogar reduzierte) Zeilenstufenform(

1 2 4
0 0 0

)
.

Es ergibt sich x = 4− 2y . Wir führen wieder einen Parameter t ein
und können nun die Lösungsmenge des Gleichungssystems in der
Form

{(4− 2t, t) : t ∈ R}

angeben.
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Für lineare Gleichungssysteme über den reellen Zahlen treten also
genau drei mögliche Fälle auf:
ein lineares Gleichungssystem ist eindeutig lösbar,
es ist unlösbar
oder es gibt unendlich viele verschiedene Lösungen.

Wir werden später sehen, dass es zumindest über R keine weiteren
Fälle gibt.
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Wir fixieren einen Körper K und eine natürliche Zahl n und
erinnern uns an die Rechenoperationen mit Vektoren x ∈ Kn:
Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn und λ ∈ K ist

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

sowie
λx = (λx1, . . . , λxn).

Dabei nennen wir die Operation (x , y) 7→ x + y die Summe von
Vektoren und die Operation (λ, x) 7→ λx die Multiplikation eines
Skalars (in diesem Falle λ ∈ K ) mit einem Vektor.
Wir sagen, dass wir zwei Vektoren x , y ∈ Kn komponentenweise
addieren und dass wir x auch komponentenweise mit λ ∈ K
multiplizieren.
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Beispiel 2.1

a) Sei K = R und n = 3.
Weiter seien x = (1, 2, 3), y = (−1, 2, 7) und λ = −2.
Dann ist

x + y = (1, 2, 3) + (−1, 2, 7) = (0, 4, 10)

und λx = −2(1, 2, 3) = (−2,−4,−6).

b) Wir betrachten den Körper K = Z3 und notieren die Elemente
von Z3 als 0, 1 und 2.
Seien n = 4, x = (1, 2, 0, 1), y = (2, 2, 1, 1) und λ = 2.
Dann ist

x+y = (1, 2, 0, 1)+(2, 2, 1, 1) = (1+2, 2+2, 0+1, 1+1) = (0, 1, 1, 2)

und λx = 2(1, 2, 0, 1) = (2, 1, 0, 2).
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Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Lemma 2.2
Seien x , y , z ∈ Kn und λ, µ ∈ K .
Dann gilt:

1. (x + y) + z = x + (y + z)

2. x + y = y + x

3. Wir schreiben kurz 0 für (0, . . . , 0) ∈ Kn. Dann ist x + 0 = x .

4. Ist x = (x1, . . . , xn), so schreiben wir −x für (−x1, . . . ,−xn).
Dann gilt x + (−x) = 0.

5. λ(µx) = (λµ)x

6. 1x = x

7. λ(x + y) = λx + λy

8. (λ+ µ)x = λx + µx

Man beachte, dass 1.–4. genau besagen, dass (Kn,+) eine
abelsche (also kommutative) Gruppe ist.
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Beispiel 2.3

Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + · · ·+ a2nxn = 0
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0

über dem Körper K .

Angenommen (x1, . . . , xn), (y1 . . . , yn) ∈ Kn lösen beide das
Gleichungssystem.
Dann gilt für jedes i ∈ {1, . . . ,m}

ai1(x1 + y1) + · · ·+ ain(xn + yn)

= ai1x1 + · · ·+ ainxn + ai1y1 + · · ·+ ainyn = 0 + 0 = 0.
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Damit ist auch (x1, . . . , xn) + (y1 . . . , yn) eine Lösung des
Gleichungssystems.

Für alle λ ∈ K gilt

ai1λx1 + · · ·+ ainλxn = λ(ai1x1 + · · ·+ ainxn) = λ · 0 = 0.

Damit ist auch λ(x1, . . . , xn) eine Lösung des Gleichungsystems.
Insbesondere sind auch −(x1, . . . , xn) und 0 = 0(x1, . . . , xn)
Lösungen des Gleichungssystems.

Also ist die Lösungsmenge eine homogenen Gleichungssystems in n
Variablen über einem Körper K eine Untergruppe von (Kn,+).
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Beispiel 2.4

Sei K = R. Mit [0, 1] bezeichnen wir das Interval

{x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1}.

Weiter sei

M := {f : f ist eine Funktion von [0, 1] nach R}.

Auf M definieren wir eine Summe + und die Multiplikation mit
Skalaren auf R.
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Für f , g ∈ M sei f + g die Abbildung von [0, 1] nach R, die wie
folgt definiert ist: Für a ∈ [0, 1] sei

(f + g)(a) := f (a) + g(a).

Für λ ∈ R und a ∈ [0, 1] sei

(λf )(a) = λf (a).

Dann gelten (1)–(8) aus Lemma 2.2 für alle x , y , z ∈ M und alle
λ, µ ∈ R.

Es gibt also verschiedene Strukturen, die bezüglich einer Addition
eine abelsche Gruppe sind und auf denen eine Multiplikation mit
Skalaren aus einem Körper definiert ist.
Das führt zu dem Begriff des Vektorraums.
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Definition 2.5
Sei V eine Menge und + : V ×V → V eine zweistellige Operation.
Weiter sei · : K × V → V eine Abbildung. Dann ist V zusammen
mit den Abbildungen + und · ein Vektorraum über dem Körper K
(oder ein K -Vektorraum), falls für alle u, v ,w ∈ V und alle
λ, µ ∈ K die folgenden Axiome erfüllt sind:

1. (u + v) + w = u + (v + w)

2. u + v = v + u

3. Es gibt ein bezüglich + neutrales Element 0 ∈ V . Es gilt also
u + 0 = u.

4. Es gibt ein Element bezüglich + zu u inverses Element
−u ∈ V . Es gilt also u + (−u) = 0.

5. λ(µu) = (λµ)u

6. 1u = u

7. λ(u + v) = λu + λv

8. (λ+ µ)u = λu + µu
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Beispiel 2.6

a) Lemma 2.2 zeigt, dass Kn ein K -Vektorraum ist.

b) Die Menge M aus Beispiel 2.4 mit den dort definierten
Operationen ist ein R-Vektorraum.

c) Die Menge der L Lösungen eines homogenen linearen
Gleichungssystems in n Variablen über einem Körper K ist ein
K -Vektorraum bezüglich der von Kn auf L eingeschränkten
Operationen.
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d) Für natürliche Zahlen m und n ist die Menge der
m × n-Matrizen über einem Körper K mit komponentenweiser
Addition und Multiplikation mit einem Skalar ein K -Vektorraum.

e) Die Menge der Polynome über einem Körper K mit der üblichen
Addition von Polynomen und der üblichen Multiplikation von
Polynomen mit Körperelementen, also konstanten Polynomen, ist
ein Vektorraum über K .

Man beachte, dass in diesem Beispiel die Multiplikation mit einem
Skalar einfach die Einschränkung der Multiplikation von
Polynomen ist, da wir die Skalare aus K mit den konstanten
Polynomen identifizieren.
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