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Differentialrechnung

Wir geben einige wesentliche Sätze über bestimmte Integrale an,
deren Beweise man in den Standardlehrbüchern der Analysis findet.

Satz 6.4
Seien f , g : [a, b]→ R integrierbar und c ∈ R. Dann sind auch
f + g und c · f auf [a, b] integrierbar und es gilt∫ b

a
(f + g)(x)dx =

∫ b

a
f (x)dx +

∫ b

a
g(x)dx

sowie ∫ b

a
c · f (x)dx = c ·

∫ b

a
f (x)dx .
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Differentialrechnung

Satz 6.5
Es sei c ∈ [a, b]. Ist f auf [a, b] integrierbar, so ist f auch auf [a, c]
und auf [c , b] integrierbar und es gilt∫ b

a
f (x)dx =

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx .

Ist umgekehrt f auf [a, c] und [c , b] integrierbar, so ist f auch auf
[a, b] integrierbar und es gilt die obige Gleichung.
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Differentialrechnung

Satz 6.6
Seien f und g auf [a, b] integrierbar.

1. Gilt für alle x ∈ [a, b] die Ungleichung f (x) ≤ g(x), so ist∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx .

2. Mit f ist auch die Funktion x 7→ |f (x)| integrierbar und es gilt∣∣∣∣∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f (x)| dx .

3. ∣∣∣∣∫ b

a
(f (x) + g(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f (x)| dx +

∫ b

a
|g(x)| dx
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Differentialrechnung

Für eine integrierbare Funktion f : [a, b]→ R definieren wir

c :=
1

b − a

∫ b

a
f (x)dx

als den Durchschnittswert (oder Mittelwert) von f auf dem
Intervall [a, b].
Die Zahl c ist die Höhe eines Rechtecks der Breite b − a mit
demselben Flächeninhalt wie die Fläche unter der Kurve f .

Satz 6.7 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a, b]→ R stetig. Dann gibt es ein ξ ∈ [a, b] mit∫ b

a
f (x)dx = f (ξ)(b − a).
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Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Funktion f : [a, b]→ R sei integrierbar.
Nach Satz 6.5 ist f dann auch auf jedem Intervall der Form [a, x ]
mit x ∈ [a, b] integrierbar.
Damit können wir eine Funktion F : [a, b]→ R durch die Vorschrift

F (x) :=

∫ x

a
f (t)dt

definieren.
F (x) ist also die Fläche unter der Kurve f auf dem Intervall [a, x ].
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Satz 6.8 (Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung)

Die Funktion f : [a, b]→ R sei auf [a, b] stetig.
Dann ist die Funktion

F : [a, b]→ R; x 7→
∫ x

a
f (x)dx

differenzierbar und für alle x ∈ [a, b] gilt F ′(x) = f (x).
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Beweis. Seien x , x0 ∈ [a, b] mit x > x0.
Der entsprechende Differenzenquotient von F lautet

F (x)− F (x0)

x − x0
=

∫ x
a f (t)dt −

∫ x0
a f (t)dt

x − x0
=

∫ x
x0

f (t)dt

x − x0
.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein
ξ ∈ [x0, x ] mit

∫ x
x0

f (t)dt = f (ξ)(x − x0).
Also ist

F (x)− F (x0)

x − x0
=

f (ξ)(x − x0)

x − x0
= f (ξ).
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Sei nun ε > 0.
Wegen der Stetigkeit von f gibt es δ > 0, so dass aus |ξ − x0| < δ
folgt, dass |f (ξ)− f (x0)| < ε gilt.
Gilt nun |x − x0| < δ, so ist auch |ξ − x0| < δ.
Also gilt |f (ξ)− f (x0)| < ε.

Der Wert des Differenzenquotienten liegt also beliebig nahe bei
f (x0), wenn x nur nahe genug bei x0 liegt.
Ein entsprechendes Argument funktioniert auch, wenn x < x0 ist.
Das zeigt

F ′(x0) = lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x − x0
= f (x0).
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Definition 6.9
Es sei X ⊆ R und f : X → R.
Ist F : X → R differenzierbar mit F ′(x) = f (x) für alle x ∈ X , so
nennt man F eine Stammfunktion von f .

Der Fundamentalsatz besagt also, dass die Funktion
F (x) =

∫ x
a f (t)dt eine Stammfunktion von f ist.
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Differentialrechnung

Wir stellen zunächst fest, dass sich zwei Stammfunktionen einer
gegebenen Funktion höchstens um eine Konstante Unterscheiden.

Satz 6.10
Sind F1 und F2 im Intervall [a, b] Stammfunktionen von f , so
unterscheiden sich F1 und F2 nur um eine additive Konstante.
D.h., es gibt eine Konstante c ∈ R, so dass für alle x ∈ [a, b] gilt:

F1(x) = F2(x) + c
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Der folgende Satz folgt aus dem Fundamentalsatz der Differential-
und Integralrechnung und zeigt, wie man bestimmte Integrale
berechnen kann, wenn man die Stammfunktion des Integranden
kennt.

Satz 6.11
Die Funktion f sei stetig auf [a, b].
Weiter sei F eine Stammfunktion von f .
Dann gilt ∫ b

a
f (x)dx = F (b)− F (a).
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Berechnung von Integralen

Satz 6.11 gibt uns eine Methode, ein bestimmtes Integral∫ b

a
f (x)dx

zu berechnen.
Man muss nur eine Stammfunktion F von f finden und dann
F (b)− F (a) berechnen.
Im Folgenden werden wir uns daher mit dem Problem befassen, zu
einer gegebenen Funktion eine Stammfunktion zu bestimmen.
Wir müssen also das Ableiten umkehren.
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Beispiel 6.12

a) In Beispiel ?? hatten wir die Fäche unter der Kurve f (x) = x2

auf dem Intervall [0, 1] berechnet, also
∫ 1
0 x2dx bestimmt.

Wir berechnen dieses bestimmte Integral nocheinmal durch
Auffinden der Stammfunktion von x2.
Wir wissen, dass für jedes k ∈ N die Ableitungsregel
(xk)′ = k · xk−1 gilt.
So ist zum Beispiel (x3)′ = 3x2.
Damit gilt

(
1
3x3
)′

= x2.

Sei also F (x) = 1
3x3.

Dann ist F eine Stammfunktion von f (x) = x2.
Also gilt ∫ 1

0
x2dx = F (1)− F (0) =

1

3
− 0 =

1

3
.
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b) Wir berechnen die Fläche unter der Kurve sin x im Intervall
[0, π].
Wir wissen, dass (cos x)′ = − sin x gilt.
Also ist − cos x die Stammfunktion von sin x .
Also gilt ∫ π

0
sin xdx = − cosπ − (− cos 0) = 1 + 1 = 2.
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Wir führen einige nützliche Schreibweisen ein.
Ist F eine Stammfunktion der stetigen Funktion f , so schreiben wir
[F (x)]ba für F (b)− F (a).
Es gilt also ∫ b

a
f (x)dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a).

Manchmal schreibt man anstelle von [F (x)]ba auch einfach F (x)|ba ,
vor allem, wenn es sich bei F (x) um einen längeren Ausdruck
handelt.
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Wir schreiben also zum Beispiel∫ 2

1

1

x
dx = [ln x ]21 = ln 2− ln 1 = ln 2.

Ist F eine Stammfunktion von f , so bezeichnet man F als
unbestimmtes Integral von f und schreibt für F auch

∫
f (x)dx .

F =
∫

f (x)dx sollte dabei nicht als Gleichung aufgefasst werden,
sondern als Abkürzung für die Aussage “F ist eine Stammfunktion
von f ”.
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Die folgende Tabelle gibt die Stammfunktionen einiger elementarer
Funktionen an.
Von der Richtigkeit der Tabelle kann man sich durch Ableiten der
Stammfunktionen überzeugen.

Funktion f Stammfunktion F

x r (für x ∈ R mit r 6= 1) 1
r+1x r+1

1
x ln |x |
1

1+x2
arctan x

1√
1−x2 arcsin x

ex ex

sin x − cos x
cos x sin x
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Da das Integrieren die Umkehrung des Ableitens ist, kann man jede
Ableitungsregel rückwärts auch als Integrationsregel lesen.
Damit ergibt sich sofort der folgende Satz:

Satz 6.13
Seien f , g : [a, b]→ R integrierbare Funktionen und c ∈ R.
Dann gilt:

1. ∫
(f + g)(x)dx =

∫
f (x)dx +

∫
g(x)dx

2. ∫
c · f (x)dx = c ·

∫
f (x)dx
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Auch die Produktregel lässt sich als Integrationsregel auffassen.
Das führt auf die partielle Integration.

Satz 6.14 (Partielle Integration)

Die Funktionen f und g seien auf dem Intervall [a, b]
differenzierbar mit stetigen Ableitungen f ′ und g ′.
Dann gilt: ∫

f ′(x)g(x)dx = f (x)g(x)−
∫

f (x)g ′(x)dx
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Beispiel 6.15

a) Wir wollen ∫
x · cos xdx

mit Hilfe partieller Integration berechnen.
Dazu interpretieren wir x · cos x als f ′g , wobei allerdings zunächst
unklar ist, ob wir x oder cos x als f ′ interpretieren wollen.
Wenn wir x als f ′ interpretieren, müssen wir im Folgenden x
integrieren, was den Ausdruck komplizierter macht.
Der Ausdruck cos x wird allerdings beim Integrieren nicht
komplizierter, während x beim Ableiten einfacher wird.
Daher setzen wir f ′(x) = cos x und g(x) = x an.

Für die Funktion f können wir dann sin x wählen.
Außerdem ergibt sich

g ′(x) = 1.

Nach dem Satz über die partielle Integration ist∫
f ′(x)g(x)dx = f (x)g(x)−

∫
f (x)g ′(x)dx = (sin x)·x−

∫
(sin x)·1dx

= x sin x − (− cos x) = x sin x + cos x .
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b) Bei der partiellen Integration ist es nicht immer offensichtlich
wie man den Integranden in der Form f ′g schreiben sollte.
Wenn man zum Beispiel

∫
ln xdx berechen möchte, erweist es sich

als günstig, f ′(x) = 1 und g(x) = ln x anzusetzen.
Dann kann man f (x) = x wählen und es ergibt sich g ′(x) = 1

x .
Nach Satz 6.14 ist dann∫

ln xdx =

∫
1 · ln xdx = x ln x −

∫
x · 1

x
dx = x ln x − x .
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Wir erinnern uns nun an die Kettenregel

(f (g(x))′ = f ′(g(x)) · g ′(x)

und betrachten zum Beispiel die Funktion 2xex
2
.

Wir sehen sofort, dass 2x die Ableitung von x2 ist.
Damit gilt

2xex
2

= ex
2 · 2x = f ′(g(x)) · g ′(x),

mit f (x) = ex und g(x) = x2.
Nach der Kettenregel ist f (g(x)) eine Stammfunktion von
f ′(g(x)) · g ′(x).
Damit ist ∫

2xex
2
dx = ex

2
.
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Wir berechnen nun das Integral der Funktion cos(3x + 1).
Dazu wollen wir cos(3x + 1) in der Form f ′(g(x)) · g ′(x) schreiben.
Es ist naheliegend, g(x) = 3x + 1 anzusetzen.
Dann ist g ′(x) = 3, also

cos(3x + 1) = f ′(g(x)) · g ′(x) = f ′(3x + 1) · 3.

Es folgt

f ′(3x + 1) =
1

3
cos(3x + 1)

und damit f ′(x) = 1
3 cos x .

Das liefert f (x) = 1
3 sin x .

Damit ist∫
cos(3x + 1)dx =

∫
1

3
cos(3x + 1) · 3

=

∫
f ′(g(x)) · g ′(x)dx = f (g(x)) =

1

3
sin(3x + 1).
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