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Definition 5.40
Wir setzen

C = R2 = {(a, b) : a, b ∈ R}.

Auf C definieren wir eine Addition und eine Multiplikation.
Für alle a, b, c , d ∈ R sei

(a, b) + (c , d) := (a + c , b + d)

und
(a, b) · (c , d) := (ac − bd , ad + bc).

Satz 5.41
Die Menge C bildet bezüglich der in Definition 5.40 definierten
Addition und Multiplikation einen Körper, den wir auch mit C
bezeichnen.
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Definition 5.42
Die komplexe Zahl (0, 1) nennen wir die imaginäre Einheit und
bezeichnen sie mit i . Anstelle von (a, b) mit a, b ∈ R schreiben wir
a + ib. Dabei nennen wir a den Realteil der komplexen Zahl a + ib
und b den Imaginärteil.

Es gilt

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = −1.

Praktisch kann man nun mit komplexen Zahlen in der Form a + ib
wie folgt rechnen:

I Es dürfen die bekannten Rechenregeln in Körpern angewendet
werden.

I Immer wenn wir einem Term i2 begegnen, können wir diesen
durch −1 ersetzen.

I Am Ende der Rechnung ordnen wir die Terme so, dass wir
wieder einen Ausdruck der Form c + id erhalten.
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Beispiel 5.43

a) Es gilt (a + ib) + (c + id) = a + c + i(b + d). Das entspricht
genau unserer Definition von (a, b) + (c , d).

b) Es gilt

(a + ib) · (c + id) = ac + aid + ibc + i2bd = ac − bd + i(ad + bc).

Das entspricht genau unserer Definition von (a, b) · (c, d).

c) Wir dividieren zwei komplexe Zahlen. Sei c + id 6= 0, d.h., wir
nehmen an, dass c und d nicht beide 0 sind. Dann gilt

a + ib

c + id
=

(a + ib) · (c − id)

(c + id) · (c − id)
=

ac + bd + i(bc − ad)

c2 + d2
.

Insbesondere ist
1

c + id
=

c − id

c2 + d2
.
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Definition 5.44
Für eine komplexe Zahl z = a + ib ist z := a− ib die zu z
konjugiert komplexe Zahl. Der Betrag von z ist die Zahl
|z | :=

√
a2 + b2.

Satz 5.45
a) Für jede komplexe Zahl z ist |z |2 = z · z.
Der Realteil von z ist die Zahl 1

2(z + z).
Der Imaginärteil ist die Zahl 1

2(z − z).

b) Für zwei komplexe Zahlen z1, z2 gilt

z1 + z2 = z1 + z2

sowie
z1 · z2 = z1 · z2
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Manchmal ist es sinnvoll, komplexe Zahlen nicht durch x- und
y -Koordinaten darzustellen, sondern durch Polarkoordinaten.
Dabei wird der Punkt

x + iy = (x , y) ∈ C = R2

durch den Winkel ϕ der Geraden durch den Nullpunkt und (x , y)
mit der x-Achse und den Betrag r :=

√
x2 + y2 der komplexen

Zahl x + iy beschrieben. Man beachte, dass im Fall r = 0 alle
Winkel ϕ dieselbe komplexe Zahl, nämlich 0, beschreiben.
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Sind der Winkel ϕ und der Betrag r einer komplexen Zahl z
gegeben, so ist z = x + iy = r(cosϕ+ i sinϕ).
Man beachte, dass im Falle x 6= 0 die Gleichung

tanϕ =
sinϕ

cosϕ
=

y

x

gilt.
Möchte man den Winkel ϕ im Intervall [0, 2π) aus x und y
berechnen, so muss man verschiedene Fälle unterscheiden:

ϕ =



arctan y
x , falls x > 0 und y ≥ 0,

arctan y
x + 2π, falls x > 0 und y < 0,

arctan y
x + π, falls x < 0,

π/2, falls x = 0 und y > 0,

3π/2, falls x = 0 und y < 0
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Eine andere Möglichkeit ist es, den Arcuscosinus zu benutzen, um
ϕ zu berechnen.

ϕ =

{
arccos x

r , falls y ≥ 0

2π − arccos x
r , falls y < 0
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Wir untersuchen die Multiplikation komplexer Zahlen in
Polarkoordinaten. Sei

z1 = r1 · (cosα + i sinα)

und
z2 = r2 · (cosβ + i sinβ).

Dann gilt

z1·z2 = r1·r2·(cosα cosβ−sinα sinβ+i ·(sinα cosβ+cosα sinβ))

= r1 · r2 · (cos(α + β) + i sin(α + β)).

In Polarkoordinaten kann man die Multiplikation also wie folgt
beschreiben:
Die Beträge der Zahlen werden multipliziert und die Winkel addiert.
Eine unmittelbare Folge dieser Feststellung ist die folgende:
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Bemerkung 5.46

Für jede komplexe Zahl z und jedes n ∈ N existiert eine komplexe
Zahl ζ mit ζn = z .
Sei nämlich z in Polarkoordinaten durch den Winkel ϕ und den
Betrag r gegeben.
Setze

ζ := n
√

r ·
(

cos
ϕ

n
+ i sin

ϕ

n

)
.

Dann ist ζn = z .
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Eine Verstärkung dieser Bemerkung zeigt, dass wir mit den
komplexen Zahlen einen Zahlenbereich gefunden haben, in dem
sich zumindest Polynomgleichungen befriedigend lösen lassen.

Satz 5.47 (Fundamentalsatz der Algebra)

Für jedes Polynom p(x) ∈ C[x ] vom Grad ≥ 1 existiert eine
komplexe Zahl z mit p(z) = 0. Damit zerfällt jedes
nicht-konstante Polynom über C in Linearfaktoren.

Einen Beweis des Fundamentalsatzes findet man zum Beispiel in
dem Lehrbuch von Heuser.
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Das Newton-Verfahren

Im Folgenden werden wir wieder ausschließlich über den reellen
Zahlen rechnen.
Wir können Nullstellen von Polynomen zweiten Grades mit Hilfe
der p-q-Formel bestimmen.
Für Polynome dritten und vierten Grades existieren im Prinzip
ähnliche Formeln, die jedoch sehr kompliziert sind.
Für Polynome noch höheren Grades existieren keine
entsprechenden Formeln mehr.
Für Funktionen, die keine Polynome sind, gibt es im allgemeinen
keine Formeln, um die Nullstellen zu bestimmen.

Es gibt jedoch numerische Verfahren, um Nullstellen
differenzierbarer Funktionen zumindest näherungsweise zu
bestimmen.
Eines dieser Verfahren ist das Newton-Verfahren, das wir hier
vorstellen.
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Sei f : [a, b]→ R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1. f ′′ existiert auf ganz [a, b] und ist stetig.

2. Für alle x ∈ [a, b] gilt f ′(x) 6= 0.

3. f (a) · f (b) < 0

Nach Bedingung (3) ist entweder f (a) < 0 und f (b) > 0 oder
f (a) > 0 und f (b) < 0.
Da f differenzierbar ist, ist f auch stetig.
Nach dem Zwischenwertsatz hat f also eine Nullstelle in dem
Intervall [a, b].
Diese wollen wir näherungsweise bestimmen.
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Nach Bedingung (1), ist f ′ auf [a, b] stetig.
Wieder mit Hilfe des Zwischenwertsatzes folgt aus (2), dass
entweder für alle x ∈ [a, b] die Ungleichung f ′(x) > 0 gilt oder es
gilt f ′(x) < 0 für alle x ∈ [a, b].
Damit ist f entweder streng monoton wachsend oder streng
monoton fallend.
Insbesondere hat f nicht mehr als eine Nullstelle in dem Intervall
[a, b].
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Wir wählen nun einen Punkt x0 ∈ [a, b] als erste Näherung für die
Nullstelle von f in dem Intervall [a, b].
Die Geradengleichung der Tangente an den Graphen der Funktion
f im Punkt (x0, f (x0)) lautet

y = f (x0) + f ′(x0) · (x − x0).

Diese Tangente ist eine Approximation der Funktion f .
Daher ist die Nullstelle der Tangente eine Näherung der Nullstelle
von f .
Die Nullstelle der Tangente bestimmen wir, indem wir die
Gleichung

f (x0) + f ′(x0) · (x − x0) = 0

nach x auflösen.

Mathematik II für Studierende der Informatik



Differentialrechnung
Integralrechnung

Es ergibt sich

x = x0 −
f (x0)

f ′(x0)
.

Die geometrische Vorstellung ist nun die folgende:

Die Stelle x0 ist eine, möglicherweise schlechte, Näherung der
Nullstelle von f .
Wir verbessern diese Näherung, indem wir f durch die Tangente im
Punkte (x0, f (x0)) annähern und deren Nullstelle bestimmen.
Die Nullstelle der Tangente sollte näher an der wirklichen Nullstelle
von f liegen als x0.
Dieses Verfahren können wir dann iterieren um immer bessere
Näherungen der Nullstelle von f zu bekommen.
Dabei kann Einiges schiefgehen.
Zum Beispiel kann es passieren, dass die Nullstelle der Tangente
garnicht in dem Intervall [a, b] liegt.
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Wenn x0 jedoch nahe genug an der Nullstelle von f liegt, so geht
alles glatt.
Das ist der Inhalt des folgendes Satzes, den wir ohne Beweis
angeben.

Satz 5.48
Die Funktion f : [a, b]→ R erfülle die Bedingungen (1)–(3).
Dann existiert ein δ > 0, so dass Folgendes gilt:

Sei c die eindeutig bestimmte Nullstelle von f in dem Intervall
[a, b] und sei x0 ∈ [a, b] mit |x0 − c | < δ.
Dann konvergiert die Folge (xn) definiert durch die Vorschrift

xn+1 := xn −
f (xn)

f ′(xn)

gegen c.

Mathematik II für Studierende der Informatik



Differentialrechnung
Integralrechnung

Beispiel 5.49

Wir wollen das Newton-Verfahren benutzen, um
√

2 zu berechnen.√
2 ist die eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion

f (x) = x2 − 2 in dem Intervall [1, 3].
Es gilt f ′(x) = 2x und f ′′(x) = 2.
Damit erfüllt f auf dem Intervall [1, 3] die Bedingungen (1)–(3).

Die Rekursionsvorschrift, die die Folge (xn) definiert, lautet

xn+1 := xn −
x2
n − 2

2xn
=

2x2
n − x2

n + 2

2xn
=

1

2

(
xn +

2

xn

)
.
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Wir starten mit x0 = 2.
Dann gilt

x0 = 2

x1 = 1.5

x2 = 1.416666667

x3 = 1.414215686

x4 = 1.414213562,

wobei die Werte auf acht Nachkommastellen gerundet sind.
Die Zahl x4 ist genau der auf acht Nachkommastellen gerundete
Wert von

√
2.
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Die Regeln von L’Hospital

Die Bestimmung eines Grenzwertes der Form

lim
x→x0

f (x)

g(x)

ist manchmal schwierig, wenn Zähler und Nenner für x → x0 beide
gegen 0 oder beide gegen ∞ streben.
Die Regeln von L’Hospital helfen in dieser Situation.
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Satz 5.50
[L’Hospitalsche Regel, der Fall 0

0 ]
Sei I ein Intervall und x0 ∈ I .
Die Funktionen f und g seien für alle x ∈ I mit x 6= x0
differenzierbar.
Für alle x ∈ I mit x 6= x0 gelte g(x) 6= 0 und g ′(x) 6= 0.
Ferner sei

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g(x) = 0.

Dann gilt

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
,

falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich ∞ oder −∞ ist.
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Ein entsprechender Satz gilt für x →∞ und x → −∞ anstelle von
x → x0.

Satz 5.51
[L’Hospitalsche Regel, der Fall 0

0 ]
Sei a ∈ R und I = (a,∞).
Die Funktionen f und g seien für alle x ∈ I differenzierbar.
Für alle x ∈ I gelte g(x) 6= 0 und g ′(x) 6= 0.
Ferner sei

lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

g(x) = 0.

Dann gilt

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g ′(x)
,

falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich ∞ oder −∞ ist.
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Beispiel 5.52

Wir berechnen limx→0

(
ex−1
3x

)
.

Für x → 0 streben Zähler und Nenner des Bruches gegen 0.
Für x 6= 0 gilt 3x 6= 0.
Außerdem sind ex − 1 und 3x differenzierbar.
Damit gilt

lim
x→0

ex − 1

3x
= lim

x→0

ex

3
=

1

3
.
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Es gibt auch eine L’Hospitalsche Regel für Brüche, bei denen
Zähler und Nenner gegen ∞ streben.

Satz 5.53
[L’Hospitalsche Regel, der Fall ∞∞ ]
Sei I ein Intervall und x0 ∈ I .
Die Funktionen f und g seien für alle x ∈ I mit x 6= x0
differenzierbar.
Für alle x ∈ I mit x 6= x0 gelte g(x) 6= 0 und g ′(x) 6= 0.
Ferner sei

lim
x→x0

|f (x)| = lim
x→x0

|g(x)| =∞.

Dann gilt

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
,

falls der rechte Grenzwert existiert oder gleich ∞ oder −∞ ist.
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Ein entsprechender Satz gilt auch für x →∞ anstelle von x → x0.

Beispiel 5.54

a) Wir bestimmen einen Grenzwert, den wir bereits auf andere
Weise berechnen können.
Es gilt

lim
x→∞

3x + 1

2x − 1
= lim

x→∞

3

2
=

3

2
.
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b) Oft ist es nötig, die L’Hospitalschen Regeln mehrfach
anzuwenden.
Es gilt

lim
x→∞

ex

x2 − x + 1
= lim

x→∞

ex

2x − 1
= lim

x→∞

ex

2
=∞.

Dieses Argument funktioniert für jedes Polynom p(x) anstelle von
x2 − x + 1, wobei man solange ableiten muss, bis p(n)(x) konstant
ist.
Der Grenzwert ist in diesem Fall ∞ oder −∞.
Wir sagen, dass ex schneller als jedes Polynom wächst.
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Beispiel 5.55

Wir wollen den Grenzwert limx→0 xx berechnen, wobei wir xx

zunächst nur auf dem Intervall (0,∞) betrachten. Für x = 0
können wir xx = 1 setzen, was aber für den Funktionsgrenzwert
unerheblich ist. Wir werden jedoch sehen, dass 1 der “korrekte”
Wert für xx an der Stelle x = 0 ist.

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

lim
x→0

xx = lim
x→0

e ln(x
x ) = lim

x→0
ex ln x = e limx→0 x ln x ,

falls der Grenzwert limx→0 x ln x existiert. Der letztgenannte
Grenzwert ist von der Form 0 · ∞ bzw. in diesem Falle 0 · (−∞).
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Wenn wir anstelle von x ln x jedoch ln x
1
x

schreiben, haben wir den

Ausdruck in eine Form gebracht, die von den L’Hospitalschen
Regeln abgedeckt wird.
Es gilt limx→0

1
x =∞ und limx→0 ln x = −∞.

Man beachte, dass ln x nur auf dem Intervall (0,∞) definiert ist.
Es gilt

lim
x→0

x ln x = lim
x→0

ln x
1
x

= lim
x→0

1
x

− 1
x2

= lim
x→0
−x2

x
= lim

x→0
−x = 0.

Damit ist
lim
x→0

xx = e limx→0 x ln x = e0 = 1.

Mathematik II für Studierende der Informatik



Differentialrechnung
Integralrechnung

Integralrechnung
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In der Integralrechnung geht es um die folgenden beiden
Grundfragen:

I Das Flächeninhaltsproblem.
Wie bestimmt man den Inhalt einer Flächen, die krummlinig
berandet ist?

I Das Stammfunktionsproblem.
Wie findet man zu einer gegebenen Funktion f eine
Stammfunktion, d.h., eine Funktion F mit F ′ = f .

Wir werden sehen, dass es sich bei diesen beiden Problemen im
wesentlichen um dasselbe Problem handelt.
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Das bestimmte Integral
Im Folgenden sei f : [a, b]→ R eine Funktion.
Die Funktion f ist beschränkt, falls f [[a, b]] beschränkt ist.
Wir nehmen an, dass f stetig ist oder zumindest beschränkt ist mit
nur endlich vielen Unstetigkeitsstellen.
Wir wollen nun die Fläche berechnen, die durch die x-Achse, die
Geraden x = a und x = b und durch den Graphen der Funktion f
eingeschlossen ist.
Dabei werden Flächenstücke unterhalb der x-Achse mit einem
negativen Vorzeichen berücksichtigt und Flächenstücke oberhalb
der x-Achse mit positivem Vorzeichen.
Wir nennen diese Fläche die Fläche unter der Kurve f .
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Eine Methode, diese Fläche näherungsweise zu berechnen, ist es,
sie durch eine Vereinigung von Rechtecken zu approximieren.
Dazu wählen wir zunächst n ∈ N und unterteilen [a, b] in n
gleichgroße Intervalle.
Die Endpunkte dieser Intervalle sind

x0 = a, x1 = a +
b − a

n
, x2 = a + 2 · b − a

n
, . . . , xn = b.

Eine solche Zerlegung des Intervalls [a, b] nennen wir eine
äquidistante Zerlegung.
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Für jedes i ∈ {1, . . . , n} sei

Mi := max{f (x) : x ∈ [xi−1, xi ]}

und
mi := min{f (x) : x ∈ [xi−1, xi ]}.

Da f [[a, b]] beschränkt ist und f höchstens an endlich vielen
Stellen nicht stetig ist, existieren die Maxima und Minima.
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Nun sei

Un :=
n∑

i=1

mi ·
b − a

n

die n-te Untersumme von f und

On :=
n∑

i=1

Mi ·
b − a

n

die n-te Obersumme von f .

Es ist klar, dass Un eine untere Schranke für die Fläche unter der
Kurve ist, während On eine obere Schranke für die Fläche unter
der Kurve ist.
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Satz 6.1
Sei f : [a, b]→ R eine beschränkte Funktion, die höchstens endlich
viele Unstetigkeitsstellen besitzt.
Für n→∞ konvergieren die beiden Folgen (Un)n∈N und (On)n∈N
gegen denselben Grenzwert, den wir mit

∫ b
a f (x)dx bezeichnen.

Wir setzen also ∫ b

a
f (x)dx := lim

n→∞
On = lim

n→∞
Un.

∫ b
a f (x)dx heißt das bestimmte Integral von f über [a, b]. Die

Funktion f heißt Integrand.

Das bestimmte Integral
∫ b
a f (x)dx ist der Flächeninhalt der Fläche

unter der Kurve f .

Mathematik II für Studierende der Informatik



Differentialrechnung
Integralrechnung

Bemerkung 6.2

Üblicherweise betrachtet man nicht nur äquidistante Zerlegungen
von [a, b], sondern auch Zerlegungen, bei denen die Teilintervalle
unterschiedliche Längen haben.
Für eine Zerlegung Z und eine beschränkte Funktion f : [a, b]→ R
kann man die Obersumme O(Z) und die Untersumme U(Z) wie
oben definieren.
Die Funktion f heißt integrierbar, falls für jedes ε > 0 und jede
genügend feine Zerlegung Z von [a, b] gilt:

O(Z)− U(Z) < ε

Für integrierbare Funktionen f können wir das bestimmte Integral∫ b
a f (x)dx wie oben definieren.

Man kann zeigen, dass jede beschränkte Funktion f : [a, b]→ R
mit nur endlich vielen Unstetigkeitsstellen integrierbar ist.
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Beispiel 6.3

Wir bestimmen die Fläche, die von der x-Achse, der Funktion
f (x) = x2 und der Geraden x = 1 eingeschlossen wird.
Da f (0) = 0 gilt, betrachten wir die Funktion f also nur auf dem
Intervall [0, 1].
Auf diesem Intervall ist f streng monoton wachsend.
Damit wird der maximale Wert von f auf einem abgeschlossenen
Intervall [c , d ] ⊆ [a, b] am rechten Rand des Intervalls
angenommen, also an der Stelle d .
Der minimale Funktionswert wird am linken Endpunkt c des
Intervalls angenommen.
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Es gilt:

On =
n∑

i=1

f

(
0 +

i

n

)
1− 0

n
=

1

n
·

n∑
i=1

f

(
i

n

)

=
1

n
·

n∑
i=1

(
i

n

)2

=
1

n3
·

n∑
i=1

i2

=
1

n3
· n(n + 1)(2n + 1)

6
=

2n2 + 3n + 1

6n2

Damit gilt

lim
n→∞

On = lim
n→∞

(
2n2 + 3n + 1

6n2

)
=

1

3
.

Die Fläche unter der Kurve hat also den Flächeninhalt 1
3 .
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