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A: Präsenzaufgaben am 23. April 2015

1. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Vektoren v1, . . . , vr ∈ V sind maximal linear unabhängig,
falls sie linear unabhängig sind und für jeden Vektor w ∈ V die Vektoren v1, . . . , vr, w linear
abhängig sind.

Zeigen Sie, dass Vektoren v1, . . . , vr genau dann eine Basis von V bilden, wenn sie maximal linear
unabhängig sind.

2. Wählen Sie unter den Vektoren v1 = (1, 1, 0), v2 = (1, 2, 1), v3 = (2, 3, 1), v4 = (0, 1, 1) eine Basis
des von v1, . . . , v4 erzeugten Unterraums von R3 aus.

3. Bestimmen Sie eine Basis des von v1, . . . , v4 aus Aufgabe 2 erzeugten Unterraums von R3, indem
Sie die Vektoren als Zeilenvektoren einer Matrix auffassen und die Matrix dann auf reduzierte
Zeilenstufenform bringen.

B: Übungsaufgaben zum 30. April 2015

1. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Die Vektoren v1, . . . , vr ∈ V bilden ein minimales Erzeu-
gendensystem, falls sie ein Erzeugendensystem von V bilden, aber V nicht mehr von den Vektoren
erzeugt wird, wenn man einen beliebigen der Vektoren entfernt. Zeigen Sie, dass die Vektoren
v1, . . . , vr genau dann eine Basis von V bilden, wenn sie ein minimales Erzeugendensystem sind.

2. Bestimmen Sie eine Basis des von den Polynomen x2 − 1, x2 + x, 3x + 1 und x2 − x + 1 erzeugten
Unterraums von R[x].

3. Konstruieren Sie jeweils eine Basis der folgenden Unterräume von R3 beziehungsweise R4:

(a) U1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x− y − z = 0}
(b) U2 = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x + 3y + z = 0, x + y + w = 0}

4. Bestimmen Sie eine Basis des von den Vektoren v1 = (−1, 2, 1,−1), v2 = (0, 2, 2, 1), v3 = (0, 0, 2,−1)
und v4 = (1, 0, 1,−3) erzeugten Unterraums von R4.

5. Sei t ∈ R. Bestimmen Sie die Dimension des von den Vektoren v1 = (1, t, 1), v2 = (2, 2t, t) und
v3 = (−1, 1, 2t) erzeugten Untervektorraums Ut von R3.

Hinweis: Die Dimension hängt von t ab!


