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Funktionsgrenzwerte

Eine reelle Funktion ist eine Funktion von einer Teilmenge D von
R in die reellen Zahlen.
Im Zusammenhang mit reellen Funktionen f betrachtet man

Grenzwerte des Typs
lim f
i, F:
sogenannte Funktionsgrenzwerte.

Fiir eine reelle Funktion f bezeichnen wir mit D(f) den
Definitionsbereich von f.
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Definition 4.31

Sei f eine reelle Funktion und xg € R.

Angenommen, es gibt eine Folge (x,) von Elementen von
D(f)\ {x0} mit lim,_c0 Xn = Xo.

Wir sagen, dass f an der Stelle xg den Grenzwert a hat, und

schreiben
lim f(x) = a,

X—rX0
falls fiir alle Folge (x,) von Elementen von D(f)\ {xo} mit
limp_00 X = xo die Folge (f(xn))nen gegen a konvergiert, wenn

also

n||_>moo f(xp) =a

gilt.
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In dieser Definition wird nicht vorausgesetzt, dass xp im
Definitionsbereich von f liegt.

Es ist auch vollig irrelevant, welchen Funktionswert f an der Stelle
xo hat, falls xg in D(f) liegt.

Wir konnen fiir den Grenzwert a auch die uneigentlichen
Grenzwerte —oo und oo zulassen und definieren auf die
naheliegende Weise, wann lim,_,,, f(x) = oo oder
limy_sx, f(x) = —o0 gilt.
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SchlieBlich lassen wir auch fiir xy die uneigentlichen Grenzwerte oo

und —oo zu.
lim f(x)=a

X—00

bedeutet also, dass es mindestens eine Folge (x,) von Elementen
von D(f) gibt, fiir die x, — oo gilt, und dass fiir alle solchen

Folgen
nI|_>moo f(xn) =a
gilt.
Wieder sind dabei a = —o0 und a = oo zugelassen.
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Analog definieren wir, wann

gilt.
Anstelle von limy_,, f(x) = a schreiben wir auch f(x) — a fiir
X — Xpo.
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Beispiel 4.32
a) Sei f : R — R die Funktion mit f(x) = x2. Dann ist D(f) = R.
Fiir jedes xg € R gilt nun limy_,,, f(x) = xg.
Sei namlich (x,) eine Folge reeller Zahlen mit lim,_ x, = Xo und
Xp # xo fur alle n € N.
Dann gilt
lim f(x,) = lim x2 = ( lim x,,) ( lim x,,) =
n—o0 n—oo n—o0 n—o0

Auf dhnliche Weise sieht man limy_,o, f(x) = oo und
limy— oo F(x) = 00
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b) Sei f : [0,00) — R die Funktion mit

F(x) = 1, falls x > 0, und
0, falls x = 0.

Wir berechnen limy_,o f(x). Fiir jede Folge (x,) von Elementen
von (0, 00) mit x, — 0 gilt

lim f(x,) = lim 1 =1,

n—o0 n—oo

obwohl f(0) = 0 ist.
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c) Sei f : R — R definiert durch

1, falls x > 0,
f(x) =10, falls x =0, und
—1, falls x < 0.

Wir untersuchen, ob der Grenzwert lim,_, f(x) existiert.

Dazu betrachten wir die Folge (x,) mit x, = (7:)'1.

Dann gilt x, — 0 und fiir alle n € N ist x, # 0.

Fiir alle geraden n ist x, > 0 und damit ist f(x,) = 1. Fur alle
ungeraden n ist x, < 0 und damit ist f(x,) = —1. Es folgt, dass
der Grenzwert limp,_, o f(x,) nicht existiert. Damit existiert auch
der Grenzwert limy_,o f(x) nicht.
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d) Wir betrachten noch die Funktion f(x) = 1.

Hier ist es wichtig, welchen Definitionsbereich wir zu Grunde legen.
Sei zunachst D(f) = (0, 00).

Fiir alle xp € (0, 00) gilt limy_,,, f(x) = .
AuBerdem ist limy_,o f(x) = oco.

Betrachten wir nun die Funktion f mit dem Definitionsbereich
(—00,0), so ist fiir alle xg € (—00,0) wieder lim,_,, f(x) = Xio
AuBerdem gilt limy_,g = —oc.

Betrachten wir die Funktion schlieBlich auf dem Definitionsbereich
R\ {0} = (—00,0) U (0,00), so existiert der Grenzwert
limy—0 f(x) nicht.
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Stetigkeit

Definition 4.33

Es sei f eine reelle Funktion und xo € D(f).

Die Funktion f heiBt stetig an der Stelle xp, falls fiir alle Folgen
(xn) in D(f) mit x, — xo gilt:

lim f(x,) = f(xo).

n—o0

Die Funktion f heiBt stetig auf einer Menge X C D(f), falls f an
jeder Stelle xp € X stetig ist.

Falls eine reelle Funktion auf ihrem gesamten Definitionsbereich
stetig ist, so nennen wir die Funktion stetig.
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Ist eine Funktion f nicht stetig bei xo € D(f), so ist xg eine
Unstetigkeitsstelle von f.

In den Beispielen, die uns interessieren, wird es immer so sein, dass
es flir jedes xp € D(f) mindestens eine Folge (x,) gibt, die gegen
xp konvergiert, so dass fiir alle n € N die reelle Zahl x, von xg
verschieden ist.

In diesem Fall ist f genau dann bei xo € D(f) stetig, wenn

lim f(x) = f(xo)

X—>X0

gilt.
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Beispiel 4.34
a) Sei c € R.
Dann ist die konstante Funktion f : R — R; x — ¢ auf ganz R
stetig.
Fiir jedes xo € R gilt ja
lim f(x) =c= f(x).

X—X0

b) Die identische Funktion f : R — R; x — x ist an jeder Stelle
xp € R stetig.

Sei namlich xp € R und sei (x,) eine Folge mit x, — xo.

Dann gilt

n||_>n;o f(xn) = n||_>rrgox,, = xp = f(x0).
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c) Nach Beispiel 4.32 a) ist die Funktion f : R — R; x > x? an
jeder Stelle xp € R stetig.

d) Nach Beispiel 4.32 d) ist die Funktion f(x) = £ an jeder Stelle
ihres Definitionsbereichs R \ {0} stetig.
e) Die Funktion f : [0,00) — R mit

F(x) = 1, falls x > 0, und
0, falls x = 0.

aus Beispiel 4.32 b) ist an der Stelle xop = 0 unstetig.

f) Die Funktion f aus Beispiel 4.32 c) ist ebenfalls an der Stelle
xp = 0 unstetig.
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Anschaulich kann man sich die Stetigkeit einer Funktion wie folgt
vorstellen:

Der Graph einer reellen Funktion f ist die Menge

{(x, f(x)) : x € D(f)} C R2.

Ist £ auf einem Intervall /| C R definiert, so ist f genau dann auf /
stetig, wenn man den Graphen von f auf dem Intervall / ohne
abzusetzen zeichnen kann.

Die Graphen der Funktionen aus Beispiel 4.34 a)—d) kann man auf
jedem Interval in ihrem Definitionsbereich ohne abzusetzen
zeichnen, bei den Funktion aus e) und f) geht das nicht, da die
Graphen jeweils bei xp = 0 Spriinge aufweisen.
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Fir zwei reelle Funktionen f und g definiert man f + g als die
Funktion mit dem Definititionsbereich D(f) N D(g), so dass fiir
alle x € D(f) N D(g) gilt:

(f +&)(x) = f(x) + &(x)

Analog definiert man f — g, f - g und g.

Im Falle von g muss man allerdings noch diejenigen

x € D(f) N D(g) aus dem Definitionsbereich von é

fir die g(x) = 0 gilt.
Der Definitionsbereich von é ist also die Menge

(D(F)N D(g)) \ {x e R : g(x) = 0}.

ausschlieBen,
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Satz 4.35

Seien f und g reelle Funktionen, die an der Stelle

xo € D(f) N D(g) stetig sind.

Dann sind auch die Funktionen f + g, f — g und f - g bei xg stetig.
Ist g(x0) # 0, so ist auch g an der Stelle xq stetig.

Wir erinnern uns daran, dass ein Polynom p tiber R ein Ausdruck
der Form
ag+ar X+ -+ a X"

ist, wobei die a; reelle Zahlen sind und X eine Unbekannte ist.
Die zu einem reellen Polynom p=ag+ a1 X + -+ -+ a, X"
gehorende Polynomabbildung ist die Funktion

R—R:xrag+aix+- -+ apx".

Im Falle reeller Polynome konnen wir ein Polynom als formalen
Ausdruck mit seiner Polynomfunktion identifizieren.
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Eine rationale Funktion ist ein Quotient

zweier reeller Polynome.
Der Definitionsbereich von R ist in diesem Fall die Menge
D(R) = {x e R: Q(x) # 0}.

Aus Satz 4.35 und aus Beispiel 4.34 ergibt sich sofort der folgende
Satz:

Satz 4.36
Jedes reelle Polynom ist auf ganz R stetig.
Jede rationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich stetig.
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Wir diskutieren noch eine weitere, aquivalente Definition der
Stetigkeit, die sogenannte e-3-Definition.

Satz 4.37
Sei f eine reelle Funktion und sei xo € D(f).
Dann ist f genau dann an der Stelle xq stetig, wenn folgendes gilt:

Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir all x € D(f) mit
|x — xo| < & die Ungleichung |f(xo) — f(x)| < € gilt.
In Quantorenschreibweise liest sich diese Bedingung so:

Ve > 035 > 0Vx € D(f)(|x — xo| < § = |f(x) — f(x0)| < €)
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Beispiel 4.38

a) Wir betrachten zunichst fiir ein ¢ € R die konstante Funktion
f:R—-R;x—c.

Sei xp € R und € > 0.

Dann gilt fiir alle x € R die Gleichung |f(x) — f(x0)| = |c — ¢| = 0.
Also kann man & > 0 beliebig wahlen und fur alle x € R mit

|x — xo0| < ¢ gilt immer noch |f(x) — f(xo)| < e.

Insbesondere erfiillt f bei xp die e-d-Definition der Stetigkeit.
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b) Sei f : R — R; x — x die Identitat.

Weiter sei xp € R und € > 0.

Setze § = ¢.

Dann gilt fiir alle x € R mit |[x — xp| < & die Ungleichung

[f(x) — f(xo)| = |x — x| <0 =e¢.

Also erfiillt f bei xy die e-d-Definition der Stetigkeit.
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c) Sei f: R — R; x — x2.

Sei xg =1 und ¢ = 2.

Wir wollen 6 > 0 finden, so dass fiir alle x € R mit |x — xp| < ¢ die
Ungleichung |f(x) — f(x0)| < € gilt.

Es soll also |[x? — 1| < 2 gelten.

Ist x =2, soist x> —1=3>2.

Ist aber zum Beispiel x = % so gilt x> —1 = % —-1= % < 2.

Ist x =0, so gilt [x? - 1] =1<2.

Fiir alle x € [0, 3] gilt ebenfalls |[x2 — 1| < 2. (Wir werden spiter
noch sehen, warum das so ist.)

Wenn wir also § = % wahlen, so erreichen wir, dass fir alle x mit
|x — xo| < & die Ungleichung |f(x) — f(x0)| < € gilt.
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Wir halten nun € = 2 fest und betrachten xp = 3.
Wir probieren aus, ob es § = % auch in diesem Fall tut. Sei zum

Beispiel x = 3.4.
Dann ist |x — xo| < 3, aber es gilt x> = 11.56.
Damit ist

1f(x) — f(x0)| = |x* — x3| = [11.56 — 9| = 2.56 > 2.

Wir miussen in diesem Falle das ¢ also kleiner wahlen.
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Dazu stellen wir zunichst fest, dass x?

Damit ist

—x2 = (x—x0)(x+x0) gilt.

x? = x5 | = (x = x0)(x + x0)| = |x = x0| - |x + 0.

Gehen wir davon aus, dass wir ¢ auf keinen Fall groBer als 1
wahlen, so ist gilt alle x mit|x — xp| < d die Ungleichung

x> = X8| = |x — x0| - |[x + xo| <&+ (|1 4 x0| + |x0])-
In unserem Fall ist xp = 3 und damit gilt

x> —x3| <6-7.

Um also [x? — x3| < € zu erreichen, geniigt es, § = 5 zu setzen,

wobei wir aber oben schon § < 1 angenommen haben.
Damit leistet 6 = min($, 1) das Gewiinschte.
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Im Falle e = 2 konnen wir also § = % wahlen, um diese Instanz der
e-0-Stetigkeit von f an der Stelle xg = 3 nachzurechnen.

Man beachte, dass hierbei das zu einem ¢ passende § von der
Stelle xo abhangt, anders als bei den Beispielen a) und b).

d) Wir betrachten nun noch die Funktion f : [0,00) — R mit

F(x) = 1, falls x > 0, und
0, falls x =0.

Setzt man ¢ = 1 und xg = 0, so existiert fiir alle § > 0 ein
x € [0,00) mit |x — xp| < & und x > 0, zum Beispiel x = g
Fir jedes solche x gilt nun

f(x) = flo)|=1-0l=1>e

Damit erfiillt die Funktion f nicht die e-6-Definition der Stetigkeit
an der Stelle 0.
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AbschlieBend halten wir noch fest, dass man Stetigkeit auch so
interpretieren konnen, dass die Anwendung einer stetigen Funktion
mit dem Limesoperator lim vertauscht.

Ist (x,) eine konvergente Folge im Definitionsbereich von f, so gilt

lim f(xp) = f( lim x,,) .
n—oo n—oo

Auf diese Weise hilft die Stetigkeit der Funktion f bei der
Bestimmung des Grenzwertes der Folge (f(x,)).

Das ist niitzlich, da praktisch alle reellen Funktion, die nicht durch
Fallunterscheidung definiert werden, stetig sind, also zum Beispiel
die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, die
Logarithmusfunktion und die Exponentialfunktion.
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Differentialrechnung

Differentialrechnung
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Differentialrechnung

Wenn die Position eines sich bewegenden Objekts durch eine
Funktion in Abhangigkeit von der Zeit gegeben ist, so ist es
naheliegend zu fragen, welche Geschwindigkeit der Korper zu
einem bestimmten Zeitpunkt hat oder welche Beschleunigung er zu
einem bestimmten Zeitraum erfahrt.

Allgemein kann man fir Funktionen, die den Wert irgendeiner
GroBe in Abhangigkeit von der Zeit beschreiben, fragen, welche
Anderungsrate diese GroBe zu einem bestimmten Zeitpunkt hat.
Rein geometrisch mochte man wissen, wie man fiir eine reelle
Funktion f die Tangente an den Graphen der Funktion in einem
Punkt (xo, f(x0)) findet, falls man iiberhaupt sinnvoll definieren
kann, was diese Tangente ist.

Alle diese Fragen kann man mit Hilfe der Differentialrechnung
beantworten, die auf Isaac Newton (1643-1727) und Leibniz
(1646-1716) zuriickgeht.
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Differentialrechnung

Die Ableitung einer Funktion
Wir betrachten eine reelle Funktion f : | — R, wobei wir
voraussetzen, dass / ein Interval ist. Die Stelle xg € | sei fest

gewahlt.
Zu jedem x € | betrachten wir den Differenzenquotienten
f(x) — f(x0)
X—x0

Dieser Differenzenquotient gibt die Steigung der Geraden durch die
Punkte (xo, f(x0)) und (x, f(x)) an oder auch das Verhaltnis der
Anderung von f ur Anderung von x.
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Differentialrechnung

Die Gerade durch die Punkte (xo, f(x0)) und (x, f(x)) nennt man
eine Sekante im Punkt (xo, f(xo)).

Wenn wir jetzt den Punkt x immer naher an xp heran wandern
lassen, so nahert sich die Sekante der Tangente an den Graphen
von f im Punkt (xo, f(x0)) an.

Die Steigung der Sekante nahert sich dabei dem Wert
f(x)—f
i F0) ()
X=xo X — Xo

an, falls dieser Grenzwert tiberhaupt existiert.
Diesen Grenzwert werden wir die Ableitung von f an der Stelle xy
nennen und mit f'(xg) bezeichnen.
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Differentialrechnung

Definition 5.1
Sei f eine reelle Funktion.
Dann heiBt f an der Stelle xo € D(f) differenzierbar, falls der

Grenzwert
)~ ()
X=X X — Xp

existiert.
Im Falle der Existenz bezeichnen wir diesen Grenzwert mit f'(xp)
und nennen ihn die Ableitung von f an der Stelle xg.
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Differentialrechnung

Die Funktion f heiBt differenzierbar auf einer Menge X C D(f),
wenn f an jeder Stelle xg € X differenzierbar ist.
SchlieBlich definieren wir zu f noch eine reelle Funktion f/ mit

D(f") = {xo € D(f) : f ist an der Stelle xo differenzierbar},

die jedem xp € D(f) die Ableitung f'(xp) von f an der Stelle xg
zuordnet.
Diese Funktion f’ nennen wir die Ableitung von f.
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Differentialrechnung

Beispiel 5.2

a) a) Wir betrachten zunachst fiir ein ¢ € R die konstante
Funktion f :R - R; x — c.

Fiir jedes xp € R gilt dann

Flx) = fim () =f00) _ o e=c
0 X—rX0 X — X0 X—Xo X — X0

=0.
Damit ist f'(xp) = 0.

Die Ableitung einer konstanten Funktion ist also die Funktion, die
konstant 0 ist.
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Differentialrechnung

b) Sei f : R — R; x — x die Identitdt und xp € R.
Dann gilt

Flxg) = fim () =F00) _ i x =Xy

X—rX0 X — XO X—Xo X — Xo

Die Ableitung der identischen Funktion ist also die Funktion, die
konstant den Wert 1 hat.
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Differentialrechnung

c) Sei f: R — R:x +— x2 und xp € R.

Dann gilt
f —f 2 __ 2
Flo) = lim 1) =Fl0) _ X 7%
X=X X — Xp X=X X — Xp
i XX EX0) (x +x0) = 2x0.
X—>X0 X — XO X—>X0

Die Funktion, die durch f(x) = x? definiert ist, hat also die
Ableitung f'(x) = 2x.
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Differentialrechnung

d) Wir betrachten noch die Betragsfunktion f(x) = |x|.
Fir alle xg > 0 ist

f(x)—f — —
Filo) = fim TCI=F00) g M =bol ) x=0
X—>XQ X — X0 X—=Xo X — Xp X—=Xo X — X0
Fir alle xg < 0 gilt
f(x)—f —
f'(x0) = lim 7()() (o) = lim 7’X| ol
X—>X0 X — XO X—Xg X — XO
i 50— (x) o xmx
X—rX0 X — XO X—rX0 X — XU
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Differentialrechnung

Die Ableitung f’(0) existiert jedoch nicht.

Sei namlich (x,) definiert durch x, = 1.

Dann ist limp_s0 X, = 0 und

f(xa) — (0 1| - L
jim 100) =70 _ H =0 i 22y
n—o00 Xn — nﬁ\oo _O n—oo =
n n
Sei nun x, = — .

n
Dann ist lim,_ o x, = 0 und

Also existiert der Grenzwert lim,_,q M nicht.
Die Betragsfunktion ist an der Stelle 0 aIso nicht differenzierbar.
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Differentialrechnung

Satz 5.3

Sei f eine reelle Funktion und xo € D(f).

Wir nehmen an, dass es eine Folge (x,) in D(f) gibt, die gegen xo
konvergiert, wobei x, # xq fiir alle n € N gilt.

Ist f an der Stelle xo € D(f) differenzierbar, so ist f an der Stelle
Xp auch stetig.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.
So ist zum Beispiel die Betragsfunktion an der Stelle O stetig, aber,
wie wir bereits gesehen haben, nicht differenzierbar.
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Differentialrechnung

Bemerkung 5.4

a) Ist eine reelle Funktion f an der Stelle xo € D(f) differenzierbar,
so lautet die Gleichung fiir die Tangente an den Graphen von f im
Punkt (xo, f(xo)) wie folgt:

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

b) Fir eine reelle Funktion f definieren wir die hoheren Ableitung
von f an der Stelle xg, falls diese existieren, rekursiv wie folgt:

Die 0-te Ableitung von f an der Stelle xp ist f(xp).
Wenn die n-te Ableitung £(n) fiir ein n € Ny bereits definiert ist, so
sei die (n + 1)-te Ableitung von f bei xp die Zahl

A () = (F0) ()

Mathematik Il fiir Studierende der Informatik



Differentialrechnung

c) Anstelle von f/(xg) schreibt man auch %(Xg) oder Df(xp).

d) Fiihren wir eine Variable h fiir x — xg ein, so ergibt sich

f(x) —f(x0) f(xo+h)—f(x)
h

X — Xp
Fiir den Grenzwert des Differenzenquotienten kdnnen wir dann

i f(xo + h) — f(x0)
h—0 h

schreiben.
In diesem Ausdruck kommt die Variable x nicht mehr vor.
Wenn wir die Notation vereinfachen und x anstelle von xp
schreiben, so erhalten wir

f(x+ h) —f(x)

' =1 .
(*) hTo h
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Differentialrechnung

Ableitungsregeln

Im Normalfall miissen wir zur Berechnung einer Ableitung nicht
den Grenzwert des Differenzenquotienten berechnen, sondern
konnen verschiedene Ableitungsregeln einsetzen.
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Differentialrechnung

Satz 5.5

Seien f und g reelle Funktionen, die beide zumindest auf dem
Interval [a, b] definiert sind. Weiter seien f und g beide an der
Stelle xp € [a, b] differenzierbar und ¢ € R Dann sind auch die
Funktionen f + g, f — g, c-f und f - g an der Stelle xg
differenzierbar. Ist g(xp) # 0, so ist auch é an der Stelle xg
differenzierbar. Fiir die Ableitungen dieser Funktion gelten die
folgenden Regeln:

1. (fF+g)(x0) = f'(x0) + g'(x0) (Summenregel)

2. (f—g)'(x )*f’( 0) — &'(x0)

3. (¢ f)(x0) = c- f'(x0)

4. (f-g)(x) = ( 0) - &(x0) + f(x0) - g'(x0) (Produktregel)
5. é) X0) x0)g (E(gogx ggxo)g(xo) (Quotientenregel)
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Differentialrechnung

Satz 5.6
Firne Nsei f : R — R;x — x". Dann ist f auf ganz R
differenzierbar und es gilt f'(x) = n- x"~1.

Beweis.

Wir beweisen den Satz durch vollstandige Induktion.

Fiir n = 1 ist f(x) = x} = x. Wir haben bereits gesehen, dass in
diesem Fall f/(x) = 1 = x° gilt.

Sei nun n € N. Angenommen, es gilt (x")' = n-x"~1. Dann ist

(Xn+1)/ _ (Xn . X), _ (Xn)/ . x +Xn .1

=n-x"1 x4+ x"=(n+1) x".

O
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