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Konvergenz

Definition 4.12
Eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen konvergiert gegen eine Zahl a,
falls es für jede reelle Zahl ε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so dass für alle
n ≥ n0 die Ungleichung |an − a| < ε gilt.

Falls die Folge (an)n∈N gegen a konvergiert, so schreiben wir
an → a für n→∞ oder einfach an → a.
Wenn es ein a mit an → a gibt, so ist die Folge (an) konvergent.
Falls kein solches a existiert, so ist die Folge divergent.

Mathematik II für Studierende der Informatik



Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Definition 4.14
Eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen divergiert bestimmt gegen ∞
(−∞), falls für alle x ∈ R ein n0 ∈ N existiert, so dass für alle
n ≥ n0 die Ungleichung an > x (an < x) gilt.
Falls eine divergente Folge nicht bestimmt divergiert, so divergiert
sie unbestimmt.
Falls (an) bestimmt gegen ∞ divergiert, so schreiben wir an →∞
für n→∞.
Falls (an) bestimmt gegen −∞ divergiert, so schreiben wir
an → −∞ für n→∞.
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Lemma 4.15
Eine Folge (an)n∈N besitzt höchstens einen Grenzwert.

Satz 4.16
Für die Glieder an einer Folge gelte an > 0.
Dann gilt an →∞ genau dann, wenn 1

an
→ 0 gilt.
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Bevor wir weitere Beispiele betrachten, stellen wir fest, dass für
alle b ∈ R mit b ≥ 0 und alle n ∈ N die Bernoullische Ungleichung

(1 + b)n ≥ 1 + nb

gilt.
Diese Ungleichung folgt aus dem Binomischen Lehrsatz.
Nach dem Binomischen Lehrsatz ist nämlich

(1 + b)n = 1 +

(
n

1

)
b +

(
n

2

)
b2 + . . .+

(
n

n

)
bn ≥ 1 + nb,

da
(n
1

)
= n ist und da wegen b ≥ 0 die Summe

(n
2

)
b2 + . . .+

(n
n

)
bn

nicht negativ ist.
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Beispiel 4.17

Es sei c ∈ R.
Wir betrachten die Folge c1, c2, c3, . . . .
Das n-te Folgenglied an sei also die Zahl cn.
Wir unterscheiden verschiedene Fälle:

1. Fall: c > 1

In diesem Fall ist c = 1 + b für ein b > 0. Wir zeigen cn →∞.
Hierzu sei r > 0. Sei n0 ≥ r

b .
Dann gilt für alle n ≥ n0 die Ungleichung

cn = (1 + b)n ≥ 1 + nb > nb ≥ n0b ≥
r

b
· b = r .

Also gilt cn →∞.
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2. Fall: 0 < |c | < 1

In diesem Fall gilt cn → 0. Hierzu sei d := 1
|c| . Wegen 0 < |c| < 1

gilt d > 1, und damit nach dem ersten Fall dn →∞.
Aus Satz 4.16 folgt nun 1

dn = |c |n = |cn| → 0.
Daraus folgt aber sofort cn → 0.

3. Fall: c = 0 oder c = 1.

In diesem Fall ist die Folge konstant, d.h., für alle n ∈ N hat cn

denselben Wert, nämlich c selbst.
Konstante Folgen konvergieren immer gegen den konstanten Wert
der Folgenglieder.
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4. Fall: c ≤ −1.

In diesem Fall ist cn ≤ −1 für alle ungeraden n ∈ N und cn ≥ 1 für
alle geraden n ∈ N.
Der Abstand von zwei aufeinanderfolgenden Folgengliedern ist also
immer mindestens 2. Daher konvergiert die Folge nicht.
Die Folge divergiert auch nicht bestimmt, da das Vorzeichen
immer wechselt.
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Beispiel 4.18

Wir betrachten für ein festes c ∈ R die Folge mit den Gliedern
an = cn

n! .
Dann gilt an → 0.

Um das zu zeigen wählen wir ein n0 ≥ |c |.
Für alle n ≥ n0 gilt dann

|an − 0| =
|c |n

n!
=
|c |n0
n0!
· |c |
n0 + 1

· |c |
n0 + 2

· . . . · |c |
n
≤ |c |

n0

n0!
· |c|
n
,

da für i = n0 + 1, . . . , n − 1 die Ungleichung |c| < i gilt.
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Sei nun ε > 0.
Wir wählen nun n1 ∈ N, so dass sowohl n1 > n0 als auch
n1 >

|c|n0
n0!
· |c|ε gilt.

Dann gilt für alle n ≥ n1:

|an − 0| ≤ |c |
n0

n0!
· |c|
n
≤ |c |

n0

n0!
· |c |
n1

< ε

Damit konvergiert (an)n∈N gegen 0.
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Beispiel 4.19

Für jedes n ∈ N sei

an :=

(
1 +

1

n

)n

=

(
n + 1

n

)n

.

Wir geben einige (gerundete) Werte für an an:

a1 = 2

a2 = 2.25

a3 = 2.37037

a4 = 2.44141

a10 = 2.593742460

a100 = 2.704813815

Wir sehen, dass die Folge wächst, aber immer langsamer.
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Definition 4.20
a) Eine Menge M reeller Zahlen heißt nach oben beschränkt, falls
es eine Zahl K ∈ R gibt, so dass für alle x ∈ M die Ungleichung
x ≤ K gilt.
Ist M durch K nach oben beschränkt, so nennen wir K eine obere
Schranke von M. Entsprechend definieren Beschränktheit nach
unten und untere Schranken.

b) M ⊆ R heißt beschränkt, falls M sowohl nach unten als auch
nach oben beschränkt ist.
Damit ist M beschränkt, falls ein K ∈ R existiert, so dass für alle
x ∈ M die Ungleichung |x | ≤ K gilt.

c) Ist K eine obere Schranke von M ⊆ R und gibt es kein K ′ < K ,
so dass K ′ ebenfalls eine obere Schranke von M ist, so nennen wir
K die kleinste obere Schranke oder das Supremum von M.
Analog definieren wir eine größte untere Schranke, die auch
Infimum genannt wird.
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Satz 4.21
Jede nichtleere, nach oben beschränkte Menge M ⊆ R besitzt ein
Supremum; entsprechend besitzt jede nichtleere, nach unten
beschränkte Menge M ⊆ R ein Infimum.

Definition 4.22
a) Eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen heißt monoton steigend (oder
auch monoton wachsend), falls für alle n ∈ N die Ungleichung
an ≤ an+1 gilt.
Entsprechend definiert man monoton fallend.

b) Eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen heißt (nach oben, nach unten)
beschränkt, falls die Menge {an : n ∈ N} der Folgenglieder (nach
oben, nach unten) beschränkt ist.

Satz 4.23
Jede monotone, beschränkte Folge reeller Zahlen konvergiert.
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Mit diesen Hilfsmitteln können wir nun zeigen, dass die Folge
((1 + 1

n )n)n∈N konvergent ist, auch wenn wir keinen einfachen
Ausdruck für den Grenzwert angeben können.

Korollar 4.24
Die Folge (an)n∈N mit an = (1 + 1

n )n ist konvergent.

Den Grenzwert der Folge mit den Folgengliedern
(
1 + 1

n

)n
nennt

man die Eulersche Zahl e.
Die ersten Stellen der Dezimaldarstellung lauten

e = 2.71828182845904 . . .
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Wir halten noch ein wichtiges Kriterium für die Konvergenz von
Folgen fest, das allerdings keine Information über den Grenzwert
liefert.

Satz 4.25 (Cauchysches Konvergenzkriterium)

Eine Folge (an) reeller Zahlen ist genau dann konvergent, wenn zu
jedem ε > 0 ein n0 ∈ N existiert, so dass für alle n,m ≥ n0
folgende Ungleichung gilt:

|an − am| < ε

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jede konvergente Folge das
Cauchysche Kriterium erfüllt.
Um zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge, also jede Folge, die das
Kriterium erfüllt, konvergent ist, muss die Vollständigkeit von R
benutzt werden.
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Der folgende Satz ist nützlich bei der Berechnung von
Grenzwerten.

Satz 4.26
Seien (an) und (bn) konvergente Folgen reeller Zahlen mit den
Grenzwerten a und b.
Dann gilt:

1. (an + bn)→ a + b

2. (an · bn)→ a · b
3. (c · an)→ c · a für alle c ∈ R.

4.
(
an
bn

)
→ a

b , falls b 6= 0 und bn 6= 0 für alle n ∈ N.

5. Falls an ≤ bn für alle n ∈ N gilt, so gilt auch a ≤ b.
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Anstelle von an → a schreibt man auch

lim
n→∞

an = a oder einfach lim an = a.

In dieser Schreibweise lauten die obigen Grenzwertregeln wie folgt:

1. limn→∞(an + bn) = limn→∞ an + limn→∞ bn

2. limn→∞(an · bn) = limn→∞ an · limn→∞ bn

3. limn→∞(c · bn) = c · limn→∞ bn

4. limn→∞
an
bn

= lim an
lim bn

, falls lim bn 6= 0 und bn 6= 0 für alle n ∈ N.

5. Falls an ≤ bn für alle n ∈ N gilt, so gilt
limn→∞ an ≤ limn→∞ bn.

Mit dieser Schreibweise ist

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.
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In den Fällen an →∞ und an → −∞ schreiben wir auch
limn→∞ an =∞ beziehungsweise limn→∞ an = −∞.
Ähnlich den obigen Grenzwertsätzen für endliche Grenzwerte gibt
es auch Sätze über unendliche (uneigentliche) Grenzwerte.
Wir geben nur ein Beispiel:

6. Gilt limn→∞ an = a für ein a ∈ R mit a 6= 0 und
limn→∞ bn =∞, so ist

lim
n→∞

(an · bn) =

{
∞, falls a > 0, und

−∞, falls a < 0.
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Beispiel 4.27

a) Wir bestimmen limn→∞
2n−1

3n2+n−2 . Es gilt

2n − 1

3n2 + n − 2
=

n
(
2− 1

n

)
n2
(
3 + 1

n −
2
n2

) =
1

n
·

2− 1
n

3 + 1
n −

2
n2

.

Nach den oben genannten Grenzwertregeln gilt

lim
n→∞

(
1

n
·

2− 1
n

3 + 1
n −

2
n2

)
= 0 · 2

3
= 0.
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b) Es gilt

lim
n→∞

2n3 + n − 4

−3n3 + 1
= lim

n→∞

2 + 1
n2
− 4

n3

−3 + 1
n3

= −2

3
.

c) Es gilt

lim
n→∞

2n3 + n − 4

−3n2 + 1
= lim

n→∞

(
n ·

2 + 1
n2
− 4

n3

−3 + 1
n2

)
= −2

3
lim
n→∞

n = −∞.
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Satz 4.28 (Einschließungssatz)

Es seien (an), (bn) und (cn) Folgen reeller Zahlen, so dass für alle
n ∈ N die Ungleichung an ≤ bn ≤ cn gilt.
Die Folgen (an) und (cn) seien konvergent mit

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = a.

Dann konvergiert auch (bn), und zwar ebenfalls gegen a.
Es gilt also

lim
n→∞

bn = a.
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Wir betrachten noch zwei Beispiele für sogenannte Reihen.

Sei (an) eine Folge reeller Zahlen.
Wir können (an) eine neue Folge bilden, indem wir die
Folgenglieder aufsummieren.
Für n ∈ N sei

sn = a1 + · · ·+ an.

Die so gewonnene neue Folge (sn) ist eine Reihe.
Die Summe sn =

∑n
k=1 ak ist die n-te Partialsumme der Reihe.

Die Summanden an heißen Glieder der Reihe.
Die Reihe s1, s2, . . . mit den Gliedern bezeichnet man oft mit dem
Symbol

∑∞
n=1 an.
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Eine Reihe
∑∞

n=1 an konvergiert gegen eine reelle Zahl s, falls die
Folge der Partialsummen sn =

∑n
k=1 ak gegen s konvergiert.

Wir schreiben in diesem Fall

∞∑
n=1

an = s.

Gilt sn →∞ oder sn → −∞, so schreiben wir
∑∞

n=1 an =∞
beziehungsweise

∑∞
n=1 an = −∞.

Wir können die Indizes einer Reihe auch bei einer anderen Zahl als
1 anfangen lassen.
Es ist zum Beispiel klar, was mit der Reihe

∑∞
n=0 an gemeint ist.
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Beispiel 4.29

a) Die harmonische Reihe
∑∞

n=1
1
n divergiert. Dazu fassen wir die

Glieder der Reihe wie folgt zusammen:

a1 = 1, a2 =
1

2
,

a3 + a4 =
1

3
+

1

4
>

1

4
+

1

4
=

1

2
,

a5 + · · ·+ a8 =
1

5
+ · · ·+ 1

8
> 4 · 1

8
=

1

2

Allgemein gilt für alle i ∈ N:

a2i−1+1 + · · ·+ a2i > 2i−1 · 1

2i
=

1

2
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Damit gilt für die 2n-te Partialsumme:

s2n =
2n∑
k=1

1

k
= a1+a2+(a3+a4)+ · · ·+(a2n−1+1+ · · ·+a2n) > n · 1

2

Also gilt limn→∞ sn =∞.
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b) Die geometrische Reihe
∑∞

n=0 qn konvergiert für |q| < 1 gegen
die Zahl 1

1−q .

Dazu erinnern wir uns an die geometrische Summenformel

n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
.

Wir wissen bereits, dass für q ∈ R mit |q| < 1 gilt:

lim
n→∞

qn = 0

Damit ist

lim
n→∞

n∑
k=0

qk = lim
n→∞

1− qn+1

1− q
=

1

1− q
.
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Wir bemerken noch, dass die harmonische Reihe “gerade so”
divergiert.
Man kann zeigen, dass die Reihe

∑∞
k=1

1
nα für alle α > 1

konvergiert.

Einige in der Mathematik häufig auftretende reelle Zahlen haben
eine einfache Reihendarstellung. So ist

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · =

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n + 1

und

e =
∞∑
n=0

1

n!
.
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