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Invertierbarkeit von Matrizen

Lemma 3.20

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
K-Vektorraumen.

Dann ist f genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.

Korollar 3.21

Seien V und W n-dimensionale K-Vektorraume.
Weiter sei f : V — W eine lineare Abbildung.
Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Lemma 3.22
Ist f: V — W eine bijektive lineare Abbildung, so ist auch die
Umkehrabbildung f~% : W — V linear.
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Seien A und B (n x n)-Matrizen mit AB = E, = BA.

Wir nennen B die zu A inverse Matrix und schreiben A~! fiir B.
Eine Matrix A, die eine Inverse besitzt, nennen wir invertierbar.
Eine Matrix kann nur dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch
ist, also fiir ein n das Format n x n hat.

Lemma 3.23
Eine (n X n)—/\/latrix A ist genau dann invertierbar, wenn sie vollen
Rang hat, d.h., wenn sie den Rang n hat.
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Die inverse Matrix zu einer (n x n)-Matrix A kann man wie folgt
berechnen:

Wir schreiben die Matrix A auf und die Matrix E, rechts daneben:
(AlE,).

Diese (n x 2n)-Matrix bringen wir nun mit dem
GauB-Jordan-Verfahren auf reduzierte Zeilenstufenform.

Die linke Halfte der entstehenden Matrix in reduzierter
Zeilenstufenform ist die reduzierte Zeilenstufenform der Matrix A.
Also ist A invertierbar, wenn die linke Halfte der reduzierten
Zeilenstufenform die Einheitsmatrix ist, wenn A also vollen Rang
hat.

Die rechte Halfte ist eine Matrix B, deren i-te Spalte v; die Losung
von Ax = g; ist.

Damit gilt AB = E,,. Also ist B genau die zu A inverse Matrix.
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Beispiel 3.24
Wir betrachten die Matrix

-1

0
A=11 1
1 0

O NN

Wir schreiben die Einheitsmatrix neben die Matrix A:

-1 2 0|1 0O
1 2 1]0 10
1 0 0(0 01
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Dann bringen wir diese (n x 2n)-Matrix mittels des
GauB-Jordan-Verfahrens auf reduzierte Zeilenstufenform:

1 00[0 0 1
o101 o i
001/-11 -2

Damit ist
0 0 1
B=(3 0o 1
-1 1 -2

die zu A inverse Matrix.
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Die Probe liefert

-1 20/0 0 1 100
1 21|13 o & =(0 10
1 00/ \-1 1 -2 001

Damit ist tatsichlich B = A1,
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Wir konnen nun leicht jedes lineare Gleichungssystem Ax = b
l6sen, indem wir beide Seiten von links mit A~! multiplizieren.
Dann erhalten wir die Lésung x = A™1b.

Sei zum Beispiel b = (1,2, 3).

Dann lost
0 0 1 1 3
Y T A 1 1 _
-1 1 -2 3 -5

das lineare Gleichungssystem Ax = b.
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Ob eine quadratische Matrix invertierbar ist oder nicht, lasst sich
mit Hilfe des Gauss-Verfahrens durch Bestimmung des Ranges der
Matrix feststellen.

Eine weitere Moglichkeit ist es, die Determinante der Matrix zu
berechnen.

Dazu erinnern wir uns zunachst daran, dass eine Permutation einer
endlichen Menge gerade ist, wenn sie das Produkt einer geraden
Anzahl von Transpositionen ist.

Sonst ist die Permutation ungerade.

Fir eine Permutation 7 einer endlichen Menge setzen wir

1, 7 ist gerade

sgn(m) =
en(m) —1, 7 ist ungerade.

S, ist die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,..., n}.
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Definition 3.25
Sei A = (ajj) eine (n x n)-Matrix iiber einem Korper K.
Dann ist die Determinante von A die Zahl

Det(A ngn T)atr(1) * - - - Anm(n)-
TES

Satz 3.26
a) Sind A und B (n x n)-Matrizen iiber einem Korper K, so gilt

Det(AB) = Det(A) Det(B).

b) Eine (n x n)-Matrix A iiber einem Kérper K ist genau dann
invertierbar, wenn Det(A) von O verschieden ist.

In dem Fall n = 2 ergibt sich die bekannte Formel

D a11 412\
et = a11a22 — a21d12.
a1 ax
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Die Axiome der reellen Zahlen

Wir erinnern uns daran, dass die reellen Zahlen mit den
Operationen + und - und den Konstanten 0 und 1 einen Korper
bilden.

Fiir alle a, b, c € R sind also die folgenden Axiome erfiillt:
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

(K1) Assoziativgesetze
» a+(b+c)=(a+b)+c
»a-(b-c)=(a-b)-c
(K2) Kommutativgesetze
» at+b=b+a
»a-b=b-a
(K3) Distributivgesetz
»a-(b+c)=a-b+a-c
(K4) Existenz neutraler Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation
»a+0=a
»l-a=a
(K5) Existenz inverser Elemente beziiglich der Addition und der
Multiplikation
» Es gibt ein Element —a mit a + (—a) = 0.
» Falls a # 0 ist, so gibt es ein Element a ! mita-a ! =1.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

AuBerdem gibt es auf den reellen Zahlen die Ordnungsrelation <,
die fiir alle a, b, c € R die folgenden Axiome erfiillt:

(O1) Es gilt genau eine der Relationen a < b, a= b, a > b.

(02) (a<bAb<c)=a<c

(03) a<b=a+c<b+c

(04) (a<bAO<c)=a-c<b-c

Eine Struktur, die die Axiome (K1)—(K5) und (01)—(04) erfiillt,
ist ein angeordneter Korper.

Neben den reellen Zahlen R bilden auch die rationalen Zahlen Q
einen angeordneten Korper.

Wir schreiben a < b, falls a < b oder a = b gilt.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Was die reellen Zahlen von den rationalen Zahlen unterscheidet, ist
die Vollstandigkeit.
R erfiillt das folgende Vollstandigkeitsaxiom:

(V) Seien A, B C R nichtleere Mengen, so dass fiir alle a € A und
alle b € B die Ungleichung a < b gilt.
Dann existiert ein ¢ € R, so dass fir alleac€ Aund alle be B
die Ungleichungen a < ¢ < b gelten.

Das Vollstandigkeitsaxiom besagt, dass die reellen Zahlen keine
Liicken haben:

wenn die Menge A C R links von der Menge B C R liegt, so gibt
es ein ¢ € R, das zwischen A und B liegt.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Die rationalen Zahlen haben dagegen Liicken:

Seien A={q€Q:g<V2}und B={qecQ:q> 2}
Dann gibt es kein ¢ € Q, so dass fiir alle a € A und b € B die
Ungleichungen a < ¢ < b gelten.

Der einzige Kandidat fiir so ein ¢ wire v/2, aber v/2 ist keine
rationale Zahl.

Wir halten noch eine wichtige Eigenschaft fest, die aus den
bisherigen Axiomen folgt, die archimedische Eigenschaft:

(A) Fiir alle a € R exisitiert ein n € N mit a < n.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Ungleichungen, Betrag und Abstand

Folgende Eigenschaften der Ordnungsrelation lassen sich leicht aus
den Axiomen ableiten.

Satz 4.1
a)(a<bANc<d)=a+c<b+d

b)(a<bAc<0)= ac> bc
c)0<1
dio<a<b=0<i<!l

e) Fiir alle a > 0 und alle b > 0 gilt a < b genau dann, wenn
a® < b? gilt.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Aus diesem Satz und den Axiomen fiir die lineare Ordnung <
konnen wir folgende Regeln fiir die Relation < ableiten:

a)(a<bAb<c)=a<c

b) (a<bAc<d)=a+c<b+d
c)(@a<bAc>0)=ac<bc

d) (a<bAc<0)= ac> bc
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Beispiel 4.2
Wir wollen diejenigen x € R bestimmen, fiir die folgende

Ungleichung gilt:
3x+1

X

<4

Zunachst stellen wir fest, dass die linke Seite der Ungleichung nicht
definiert ist, falls x = 0 ist.
Damit gilt die Ungleichung auch nicht fiir x = 0.

Nun betrachten wir den Fall x > 0.
In diesem Fall gilt

3x+1
X

<4 3x+1<4xe 1 < x.

Ist x > 1, so gilt natiirlich auch x > 0.
Damit gilt die Ungleichung fiir alle x > 1.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Falls x < 0 ist, so gilt

1
XAl i1 dxelsx

Wenn x < 0 ist, so gilt auch x < 1.
Damit gilt die Ungleichung auch fiir alle x < 0.

Also ist die Menge L aller x € R, fur die die Ungleichung erfillt ist,
die Menge
{xeR:x>1}U{xeR:x <0}

In Intervallschreibweise, die wir gleich offiziell einfiihren, konnen

wir auch
L= (—00,0)U(1,00)

schreiben.

Mathematik Il fiir Studierende der Informatik



Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Definition 4.3
Seien a, b € R mit a < b. Dann definieren wir folgende endliche
Intervalle mit den Endpunkten a und b:

[a,b] = {xeR:a<x<b}
(a,b) = {xeR:a<x<b}
[a,b) = {x€eR:a<x<b}
(a,b] = {xeR:a<x<b}

Dabei heiBt [a, b] abgeschlossenes Intervall, (a, b) offenes Intervall
und (a, b] und [a, b) halboffene Intervalle.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Die Mengen

(—o0,b] == {xeR:x<b}
(—o0, b) {x eR:x < b}
{xeR:a<x}
{xeR:a<x}

[a, 00

)
(a,00)
o0)

(=00

heiBen unendliche Intervalle.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Beispiel 4.4

a) [1,3) U (2,4] =[1,4]

b) (—5,3) N [1,00) = [1,3)

c) R\ (2,3] = (—00,2] U (3,00)

Definition 4.5
Der Betrag |a| einer reellen Zahl a ist wie folgt definiert:

3 a, falls a> 0, und
al =
—a, fallsa< 0

Anschaulich ist der Betrag |a| der Abstand von a zu 0.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Satz 4.6
Fiir alle a, b € R gilt:

a) |a| > 0, Dabei gilt |a| = 0 genau dann, wenn a = 0 ist.

b) |ab| = |a - | b|

c) Falls b # 0 ist, so gilt {b‘ = |b|

d) |a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)

e)|a—b| > |a] —|b]

Mittels vollsandiger Induktion lasst sich die Dreiecksungleichung

auf mehr als zwei Summanden verallgemeinern.
Fir alle reellen Zahlen ay, ..., a, gilt

n
i| < Z |ai].
i=1
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Beim Rechnen mit Betragen miissen oft Fallunterscheidungen
getroffen werden.
So ist zum Beispiel

2 — x, falls 2 > x und

|2 — x| =
x — 2, falls 2 < x.

Definition 4.7
Fiir a, b € R nennen wir die Zahl |a — b| den Abstand von a und b.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Beispiel 4.8

a)Seia=2und b=28. Danngilt [a—b|=]2—-8|=|—6|=6.
b) Sei a= —3 und b = 4. Dann ist
la—bl=|—-3—-4=|-T7=T.

c) Sei a= —3 und b = —12. Dann gilt

ja— bl =|—3—(~12) = o] = 9.

Satz 4.9

a) Fiir alle a,b € R ist |a— b| > 0. |a — b| = 0 gilt genau dann,
wenn a = b ist.

b) Fiir alle a,b € R gilt |a— b| = |b— a|.

c) Fiir alle a,b,c € R ist |a—c| < |a— b|+|b—c|.
(Dreiecksungleichung fiir den Abstand)
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit
Konvergenz

Definition 4.10

Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung a : N — R.

Anstelle von a(n) schreibt man in diesem Zusammenhang oft a,,.
Fiir die Folge a schreiben wir auch (a1, a2,...), (an)nen oder
einfach (a,).

Die Zahl a, ist das n-te Glied der Folge a.

Beispiel 4.11

a) Wir betrachten die Folge mit den Gliedern a; =1, ap = %
az = % und so weiter. Allgemein sei also a, = %

b) Sei a1 = 12, a» = 22, a3 = 3? und so weiter. Allgemein sei also

a, = n.

c) Wir betrachten die Folge (—1,3,—1,3,...). Das n-te
Folgenglied a, ist also —1, falls n ungerade ist, und sonst 3. Die
Folge oszilliert also zwischen den Werten —1 und 3.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Definition 4.12

Eine Folge (an)nen reeller Zahlen konvergiert gegen eine Zahl a,
falls es fiir jede reelle Zahl € > 0 ein ng € N gibt, so dass fiir alle
n > ng die Ungleichung |a, — a| < ¢ gilt.

Falls die Folge (an)nen gegen a konvergiert, so schreiben wir

an — a fur n — oo oder einfach a, — a.

Wenn es ein a mit a, — a gibt, so ist die Folge (a,) konvergent.
Falls kein solches a existiert, so ist die Folge divergent.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Beispiel 4.13

a) Da fiir alle n,m € N mit n < m die Ungleichung 1 > L gilt,
nihert sich Folge (%),cny immer weiter an 0 an.

Daher vermuten wir % — 0.

Um das nachzuweisen, miissen wir zeigen, dass fiir jedes € > 0 ein
ng € N existiert, so dass fiir alle n > ng die Ungleichung

1 1
—=|-- 0‘ <e
n n
gilt.
Wegen der Archimedischen Eigenschaft existiert ein ng € N mit
1
= < ng.
€

Fiir alle n > ng gilt ebenfalls 1 < n.
Das Bilden der Kehrwerte liefert nun % < ¢ fir alle n > ng.
Das zeigt % — 0.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

b) Fiir alle n € N sei a, = 1.
Dann gilt”%l—>1.
Es gilt namlich
n—1 1_n—1 n| |-1] 1
n | n n| | n| n

Nach Beispiel a) gibt es fiir alle ¢ > 0 ein ng € N, so dass fiir alle
n > ng die Ungleichung % < € gilt.
In diesem Fall gilt also |~ — 1| < ¢ fiir alle n > nq.

Damit konvergiert die Folge (an)nen gegen 1.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

c) Die Folge mit den Gliedern a, = n divergiert.

Sei namlich ¢ = 1.

Fir jedes a € R existiert ein ngp € N mit a < ap,.

Fir alle n > ng ist a, mindestens a,, + 1.

Damit gilt fiir unendlich viele n die Ungleichung |a, — a| > 1.
Also konvergiert (a,) nicht gegen a.

d) Sei a, = —1, falls n ungerade ist, und a, = 3, falls n gerade ist.
Seie =1und a € R.

Nach der Dreiecksungleichung konnen nicht beide Abstiande |a — 1|
und |a — 2| kleiner oder gleich 1 sein.

Damit gibt es unendlich viele n mit |a — a,| > 1.

Damit konvergiert die Folge nicht gegen a.
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Die reellen Zahlen, Konvergenz und Stetigkeit

Offenbar verhalten sich die divergenten Folgen in c) und d) sehr
unterschiedlich.

Definition 4.14

Eine Folge (an)nen reeller Zahlen divergiert bestimmt gegen oo
(—00), falls fiir alle x € R ein ng € N existiert, so dass fiir alle

n > ng die Ungleichung a, > x (ap < x) gilt.

Falls eine divergente Folge nicht bestimmt divergiert, so divergiert
sie unbestimmt.

Falls (a,) bestimmt gegen oo divergiert, so schreiben wir a, — co
fur n — oc.

Falls (a,) bestimmt gegen —oo divergiert, so schreiben wir

an — —oo fur n — oo.

Die Folge in Beispiel 4.13 c) divergiert bestimmt gegen oo, die
Folge in Beispiel 4.13 d) divergiert unbestimmt.
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