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Der folgende Satz zeigt, dass die Multiplikation von Matrizen
richtig definiert ist:

Satz 3.7

Sei A eine (n x m)-Matrix iiber einem Kérper K und sei B eine
(m x ¢)-Matrix iber K.

Weiter seien f : K™ — K" und g : K¢ — K™ die zu A und B
gehorenden linearen Abbildungen.

Es sei also f(x) = Ax fiir alle x € K™ und g(y) = By fiir alle
y € K-

Dann gilt fiir alle x € K die Gleichung

(Fog)(x) = (AB)x.

Die Multiplikation von Matrizen entspricht also der Komposition
linearer Abbildungen.
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Da die Komposition von Abbildung das Assoziativgesetz erfiillt,
folgt unmittelbar das Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation.

Korollar 3.8

Die Multiplikation von Matrizen erfiillt das Assoziativgesetz:

Ist A eine (n x m)-Matrix, B eine (m x £)-Matrix und C eine
(¢ x k)-Matrix, alle iiber demselben Kérper K, so gilt

(AB)C = A(BC).
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Die Dimensionsformel

Definition 3.9

Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
K-Vektorraumen.

Der Kern von f ist die Menge {v € V : f(v) = 0}.

Das Bild von f ist die Menge {f(v) :ve V} C W.

Man beachte, dass die Definition des Bildes einer linearen

Abbildung einfach die iibliche Definition des Bildes einer Abbildung
ist.

Lemma 3.10

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
K-Vektorraumen.

Dann ist der Kern von f ein Unterraum von V.

Das Bild von f ist ein Unterraum von W'
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Beispiel 3.11
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

x1+x+2x3 = 9
2x1 +4xp — 3x3 =
3x1 +6x —5x3 = 0.

Dieses Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix
11 2

A=12 4 -3

3 6 -5
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Wir konnen das Gleichungssystem auch in der Form Ax = b
schreiben, wobei x = (x1, X2, x3) ist und b = (9, 1,0).

Etwas ausfiihrlicher lautet das Gleichungssystem in
Matrizenschreibweise also

11 2 X1 9
2 4 -3 x| =11
3 6 -5 X3 0

Schreiben wir f fiir die lineare Abbildung R3 = R3: x — Ax, so
lautet das lineare Gleichungssystem f(x) = (9, 1,0).

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem losen, bestimmen wir also
das Urbild eines Vektors unter einer linearen Abbildung.
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Betrachten wir den Fall des homogenen Gleichungssystems

X1 +x04+2x3 =
2x1 +4xp — 3x3 =
3x1 +6xp —5x3 = 0.

Die Losungsmenge ist genau der Kern der linearen Abbildung f.

Der Spaltenraum der Matrix A, also der Raum der
Linearkombinationen der Spalten von A, ist genau das Bild der
linearen Abbildung f.

Die Frage, ob das lineare Gleichungssystem Ax = b losbar ist, ist
aquivalent zu der Frage, ob b im Bild der linearen Abbildung f
liegt.
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Im Folgenden schreiben wir dim( V) fiir die Dimension eines
endlich erzeugten Vektorraums, Bild(f) fiir das Bild einer linearen
Abbildung f und Kern(f) fiir den Kern von f.

Satz 3.12 (Dimensionsformel)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, W ein beliebiger
K-Vektorraum und f : V. — W eine lineare Abbildung.
Dann ist Bild(f) endlich erzeugt und es gilt

dim(V) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).
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Der Rang einer Matrix
Korollar 3.13
Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich dem Spaltenrang.

Nach diesem Korollar brauchen wir nicht zwischen Zeilenrang und
Spaltenrang einer Matrix zu unterscheiden.

Definition 3.14
Der Rang einer Matrix ist der Zeilenrang der Matrix.
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Satz 3.15

Sei A eine (m x n)-Matrix liber einen Kérper K.

Der Rang von A ist die Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in
der Zeilenstufenform von A.

Man auch leicht zeigen, dass bereits die von Null verschiedenen
Zeilen der Zeilenstufenform linear unabhangig sind und damit eine
Basis des Zeilenraums bilden.

In jedem Falle konnen wir den Rang einer Matrix wie folgt
berechnen:

Bringe die Matrix mittels des GauB-Verfahrens auf
Zeilenstufenform und zahle die von Null verschiedenen Zeilen.
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Range von Matrizen lassen sich auch anwenden, um die Losbarkeit
linearer Gleichungssystem zu untersuchen:

Satz 3.16

Sei A eine (m x n)-Matrix iiber einem Kérper K und b € K™.
Dann ist das lineare Gleichungssystem Ax = b genau dann I6sbar,
wenn der Rang der Koeffizientenmatrix A des Gleichungssystems
gleich dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist.

Dabei erhalt man die erweiterte Koeffizientenmatrix indem man die
Spalte b noch zu der Matrix A hinzufiigt.
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Beispiel 3.17

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix

123 0
A=11 0 1 1
0 2 2 -1
Diese Matrix haben wir schon in Beispiel 2.39 betrachtet. Die
Zeilenstufenform lautet

123 0
011 —
0 00 O

N[=

Da in der Zeilenstufenform zwei Zeilen von Null verschieden sind,
hat die Matrix A den Rang 2.
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Die Koeffizientenmatrix lautet
1 2 3
1 01
0 2 2

und hat die Zeilenstufenform

O O =
o= N
O = W

Damit hat die Koeffizientenmatrix ebenfalls den Rang 2.
Das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix A ist also losbar.
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Wir andern nun die letzte Spalte der erweiterten
Koeffizientenmatrix und betrachten das lineare Gleichungssystem
mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

1 230
B=11 011
02 21
Das GauB-Verfahren liefert die Zeilenstufenform

3 0
1 —
0 1

N|=

1
0
0

o= N

Also hat B den Rang 3.
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Die Koeffizientenmatrix des abgeanderten linearen
Gleichungssystem lautet immer noch

1 2 3
1 01
0 2 2

und hat den Rang 2.

Insbesondere ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix echt
groBer als der der Koeffizientenmatrix.

Also ist das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix B nicht Iosbar.
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An dieser Stelle diskutieren wir noch die Struktur der
Losungsmengen von inhomogenen linearen Gleichungssystemen.

Satz 3.18

Sei A eine (m x n)-Matrix iiber einem Kérper K und b € K™.
Sei L die Lésungsmenge des Gleichungssystems Ax = 0.
SchlieBlich sei a € K" eine Losung des inhomogenen
Gleichungssystems Ax = b.

Dann sind die Losungen des Gleichungssystem Ax = b genau die
Vektoren von der Form a + x fiir ein x € L.

Dieser Satz besagt, dass Losungsmenge eines inhomogenen
Gleichungssystems Ax = b eine Nebenklasse der Losungsmenge
des homogenen Gleichungssystems ist.
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Beispiel 3.19

Wir betrachten wieder das lineare Gleichungssystem mit der
erweiterten Koeffizientenmatrix

123 0
A=11 01 1
0 2 2 -1

Wie wir in Beispiel 2.39 gesehen haben, lautet die reduzierte
Zeilenstufenform dieser Matrix

101 1
1

011 -1

000
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Da zugehorige lineare Gleichungssystem lautet

x1+x3 = 1

X +X3 = —=.

Wir setzen fiir die freie Variable x3 die Zahl 0 ein und erhalten
x1=1 x = —% und x3 = 0 als eine mogliche Losung des linearen
Gleichungssystems.
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Die erweiterte Koeffizientenmatrix des zugehorigen homogenen
linearen Gleichungssystems hat die reduzierte Zeilenstufenform

1 010
0110
0 00O

Das zugehorige Gleichungssystem lautet

x1+x3 = 0
X2 + X3 = 0.
Damit ergibt sich x; = —x3 und x» = —x3.
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Setzt man den Parameter t fiir x3 ein, so erhalt man die allgemeine
Losung x3 = —t, xo = —tund x3 = t, t € R.

In Vektorschreibweise lautet die allgemeine Losung des homogenen
Systems also

X1 -1
x| =t|-1]|, teR
X3 1
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Die Losungen des inhomogenen Gleichungssystems sind alle
Summen der Losung

X1 1
1

X2 = -3

X3 0

mit Losungen des homogenen Gleichungssystems.
Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems lautet

X1 1 -1
X2 | = —% +tl-1], teR.
X3 0 1
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Invertierbarkeit von Matrizen

Wir erinnern uns daran, dass eine Funktion f : X — Y zwischen
zwei Mengen X und Y injektiv ist, falls je zwei verschiedene
Elemente von X durch f auf verschiedene Elemente von Y
abgebildet werden.

Fir lineare Abbildungen lasst sich Injektivitat leicht

charakterisieren.

Lemma 3.20

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
K-Vektorraumen.

Dann ist f genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.
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Korollar 3.21

Seien V und W n-dimensionale K-Vektorraume.

Weiter sei f : V — W eine lineare Abbildung.

Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn sie surjektiv ist.

Lemma 3.22
Ist f : V — W eine bijektive lineare Abbildung, so ist auch die
Umkehrabbildung f~% : W — V linear.

Eine bijektive lineare Abbildung nennen wir wie im Falle von
strukturerhaltenden Abbildungen bei Gruppen oder Graphen einen
Isomorphismus.

Ein spezieller Isomorphismus ist die identische Abbildung

idgn : K" — K" x — x.

Die Matrix, die zu der linearen Abbildung idkn ist die
Einheitsmatrix, deren i-te Spalte der i-te Einheitsvektor ¢; in K"
Ist.
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Ist f: K" — K" ein Isomorphismus, so existiert eine

(n x n)-Matrix A mit f(x) = Ax fiir alle x € K".

Da auch f~1: K" — K" ein Isomorphismus ist, existiert eine
(n x n)-Matrix B mit f~1(y) = By fiir alle y € K".

Wegen f o f~1 =idkn und fo f~1 =idkn gilt AB = E, = BA.

Wir nennen B die zu A inverse Matrix und schreiben A~1 fiir B.
Eine Matrix A, die eine Inverse besitzt, nennen wir invertierbar.
Eine Matrix kann nur dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch
ist, also fur ein n das Format n x n hat.

Lemma 3.23
Eine (n x n)-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn sie vollen
Rang hat, d.h., wenn sie den Rang n hat.
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Wir erinnern uns daran, dass K"*" mit den Operationen + und der
Matrizenmultiplikation ein Ring ist.
Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist dabei die

Einheitsmatrix.
Die invertierbaren (n x n)-Matrizen bilden die Einheitengruppe

dieses Ringes.

Wir wollen nun die Inversen invertierbarer Matrizen berechnen.
Sei A eine (n x n)- Matrix.

Wir suchen eine (n x n)-Matrix B mit AB = E, und BA = E,,.
Wenn fiir zwei (n x n)-Matrizen A und B die Gleichung AB = E,
gilt, dann gilt auch BA = E,; und umgekehrt.

Es genligt also, eine (n x n)-Matrix B so zu bestimmen, dass
AB = E, gilt.
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Die i-te Spalte von E, ist der i-te Einheitsvektor e; in K.

In dem Matrizenprodukt AB ist die i-te Spalte genau das Produkt
von A mit der i-ten Spalte von B.

Die i-te Spalte von B I6st also das Gleichungssystem Ax = e;.
Damit lasst sich die zu A inverse Matrix B also bestimmen, in dem
wir die Gleichungssysteme Ax = ¢;, i € {1,..., n}, I0sen.
Schreiben wir die erweiterte Koeffizientenmatrix eines solchen
Gleichungssystems auf, so erhalten wir (Ale;).

Um das Gleichungssystem zu Isen, bringen wir die Matrix (A|e;)
in reduzierte Zeilenstufenform.

Hat A vollen Rang, so ist das Gleichungssystem losbar und die
Zeilenstufenform von (Ale;) hat die Zeilenstufenform (E,|v;),
wobei v; die eindeutige Losung des Gleichungssystems ist.
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Die n linearen Gleichungssysteme (Ale;), i € {1,...,n}, kdnnen
wir auf die folgende Weise gleichzeitig |Gsen:

Wir schreiben die Matrix A auf und die Matrix E, rechts daneben:
(AIE,).

Diese (n x 2n)-Matrix bringen wir nun mit dem
GauB-Jordan-Verfahren auf reduzierte Zeilenstufenform.

Die linke Halfte der entstehenden Matrix in reduzierter
Zeilenstufenform ist die reduzierte Zeilenstufenform der Matrix A.
Also ist A invertierbar, wenn die linke Halfte der reduzierten
Zeilenstufenform die Einheitsmatrix ist, wenn A also vollen Rang
hat.

Die rechte Halfte ist eine Matrix B, deren i-te Spalte v; die Losung
von Ax = g; ist.

Damit ist B genau die zu A inverse Matrix.
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Beispiel 3.24
Wir betrachten die Matrix

-1
A=11
1

O NN

0
0
0

Wir schreiben die Einheitsmatrix neben die Matrix A:

-1 2 0|1 0 O
1 21010
1 0 0(0 01
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Dann bringen wir diese (n x 2n)-Matrix mittels des
GauB-Jordan-Verfahrens auf reduzierte Zeilenstufenform:

1 0 0] 0 O 1
1 1
0105 0 3
00 1(-11 -2
Damit ist
0 0 1
_ 1 1
-1 1 -2

die zu A inverse Matrix.
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Die Probe liefert

-1 20\/0 0 1 100
1 21|35 o0 1 =(0 10
1 00/ \-1 1 -2 001

Damit ist tatsichlich B = A1,
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Wir konnen nun leicht jedes lineare Gleichungssystem Ax = b
l6sen, indem wir beide Seiten von links mit A~1 multiplizieren.
Dann erhalten wir die Lésung x = A~ 1h.

Sei zum Beispiel b = (1,2, 3).

Dann lost
0 0 1 1 3
-1
x=ATb=|(3 0 3 2| =1 2
-1 1 -2 3 -5

das lineare Gleichungssystem Ax = b.
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Ob eine quadratische Matrix invertierbar ist oder nicht, l3sst sich
mit Hilfe des Gauss-Verfahrens durch Bestimmung des Ranges der
Matrix feststellen.

Eine weitere Moglichkeit ist es, die Determinante der Matrix zu
berechnen.

Dazu erinnern wir uns zunachst daran, dass eine Permutation einer
endlichen Menge gerade ist, wenn sie das Produkt einer geraden
Anzahl von Transpositionen ist.

Sonst ist die Permutation ungerade.

Fiir eine Permutation 7 einer endlichen Menge setzen wir

() 1, 7 ist gerade
sgn(m) =
g —1, m ist ungerade.

Sy ist die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,...,n}.
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Definition 3.25
Sei A = (ajj) eine (n x n)-Matrix iiber einem Korper K.
Dann ist die Determinante von A die Zahl

Det(A Z SgN(T)arr(1) -+ - * Anm(n)-
7T€Sn

Satz 3.26
a) Sind A und B (n x n)-Matrizen iiber einem Kérper K, so gilt
Det(AB) = Det(A) Det(B).

b) Eine (n x n)-Matrix A iiber einem Kérper K ist genau dann
invertierbar, wenn Det(A) von 0 verschieden ist.

In dem Fall n = 2 ergibt sich die bekannte Formel

a1 a2
Det = a11d22 — a1ai2.
a1 a2
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