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Lemma 2.7
Sei V ein Vektorraum über K. Folgende Aussagen gelten für alle
v ∈ V und λ ∈ K:

1. λ0 = 0

2. 0v = 0

3. (−1)v = −v
4. λv = 0⇒ (λ = 0 ∨ v = 0).
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Definition 2.8
Sei V ein Vektorraum über einem Körper K .
Eine nichtleere Teilmenge U von V ist ein Untervektorraum (oder
auch einfach Unterraum) von V , falls gilt:

1. Für alle u, v ∈ U ist u + v ∈ U.

2. Für alle u ∈ U und alle λ ∈ K ist λu ∈ U.

Man beachte, dass aus (2) und Lemma 2.7 folgt, dass jeder
Unterraum U eines Vektorraumes V eine Untergruppe von (V ,+)
ist, da nämlich für jedes u ∈ U auch −u = (−1)u und 0 = 0u
Elemente von U sind.
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Beispiel 2.9

a) Ist V ein K -Vektorraum, so ist V ein Unterraum von V . Auch
der die Menge {0} ⊆ V ist ein Unterraum von V .

b) Die Lösungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
in n Variablen über einem Körper K ist ein Unterraum von Kn.

c) Sei U := {(x1, . . . , xn) ∈ Kn : x1 = 0}. Dann ist U ein
Unterraum von Kn.

d) Die Menge der Polynome über K , deren Grad höchstens 5 ist,
ist ein Unterraum des K -Vektorraumes aller Polynome über K .
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Lineare Unabhängigkeit

Definition 2.10
Sei V ein K -Vektorraum, v1, . . . , vr ∈ V und λ1, . . . , λr ∈ K .
Einen Ausdruck der Form

λ1v1 + · · ·+ λrvr

nennen wir eine Linearkombination der Vektoren v1, . . . , vr .
Wir unterscheiden nicht strikt zwischen dem Wert der
Linearkombination, also dem Vektor, der das Ergebnis der
Linearkombination ist, und dem formalen Ausdruck.
Sind die Koeffizienten λ1, . . . , λr alle 0, so sprechen wir von der
trivialen Linearkombination. Letztere ergibt immer den Nullvektor.
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Beispiel 2.11

a) Seien K = R, v1 = (1, 2, 3), v2 = (1, 0, 1), λ1 = 1 und
λ2 = −2. Dann ist

λ1v1 + λ2v2 = (1, 2, 3)− 2(1, 0, 1) = (−1, 2, 1)

eine Linearkombination der Vektoren v1 und v2.

b) Sei K = Z7, v1 = (4, 5), v2 = (3, 1), v3 = (0, 1), λ1 = 2, λ2 = 1
und λ3 = 6.
Dann ist

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 2(4, 5) + (3, 1) + 6(0, 1)

= (1, 3) + (3, 1) + (0, 6) = (4, 3)

eine Linearkombination von v1, v2 und v3.
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Definition 2.12
Sei V ein K -Vektorraum und v1, . . . , vr ∈ V .
Dann nennen wir die Menge

Lin(v1, . . . , vr ) :=

{v ∈ V : Es gibt λ1, . . . , λr ∈ K mit v = λ1v1 + · · ·+ λrvr}

die lineare Hülle der Menge {v1, . . . , vr} von Vektoren.
Die lineare Hülle der leeren Menge definieren wir als die Menge
{0}.
Das ist sinnvoll, da die Linearkombination mit 0 Summanden den
Wert 0 hat.
Damit ist auch Lin(v1, . . . , vr ) in dem Fall definiert, in dem r = 0
ist.
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Lemma 2.13
Für jede Menge {v1, . . . , vr} von Vektoren eines K-Vektorraums V
ist die lineare Hülle Lin(v1, . . . , vr ) ein Unterraum von V .

Beispiel 2.14

a) Wir betrachen den R-Vektorraum aller Polynome über R.
Sei f (x) = x und g(x) = x2.
Dann ist

Lin(f , g) = {ax2 + bx : a, b ∈ R}.

Setzt man nun noch h(x) = 1, so ist

Lin(f , g , h) = {ax2 + bx + c : a, b, c ∈ R},

der Raum der reellen Polynome vom Grad höchstens 2.
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b) Seien v1 = (1, 1, 0), v2 = (1, 0, 1) und v3 = (0, 1, 1). Dann ist

−v1 + v2 + v3 = (0, 0, 2),

v1 − v2 + v3 = (0, 2, 0)

und
v1 + v2 − v3 = (2, 0, 0).

Nach Lemma 2.13 sind alle Linearkombinationen der Vektoren
(0, 0, 2), (0, 2, 0) und (2, 0, 0) wieder Elemente von Lin(v1, v2, v3).
Für alle (x , y , z) ∈ R3 ist

(x , y , z) =
x

2
(2, 0, 0) +

y

2
(0, 2, 0) +

z

2
(0, 0, 2).

Also ist Lin(v1, v2, v3) = R3.
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Definition 2.15
Es sei r ≥ 1 und V ein Vektorraum über dem Körper K .
Vektoren v1, . . . , vr ∈ V heißen linear unabhängig, falls die einzigen
Skalare λ1, . . . , λr ∈ K mit

λ1v1 + · · ·+ λrvr = 0

die Skalare λ1 = · · · = λr = 0 sind, wenn also aus der Gleichung

λ1v1 + · · ·+ λrvr = 0

folgt, dass λ1 = · · · = λr = 0 gilt.
Falls v1, . . . , vr nicht linear unabhängig sind, so nennt man die
Vektoren linear abhängig.
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Beispiel 2.16

Wir betrachten die Vektoren v1 = (1, 0, 1), v2 = (1, 1, 0) und
v3 = (1, 2, 3) in R3.
Seien λ1, λ2, λ3 ∈ R so gewählt, dass

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0

gilt.
Es gilt also

λ1

1
0
1

 + λ2

1
1
0

 + λ3

1
2
3

 =

0
0
0

 .
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Damit löst (λ1, λ2, λ3) das homogene lineare Gleichungssystem,
dessen Koeffizientenmatrix die Spalten v1, v2 und v3 hat, also das
Gleichungssystem

1x1 + 1x2 + 1x3 = 0

0x1 + 1x2 + 2x3 = 0

1x1 + 0x2 + 3x3 = 0.
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Die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizientenmatrix
des Gleichungssystems lautet1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

 .

Insbesondere hat das Gleichungssystem nur die eine Lösung
(x1, x2, x3) = (0, 0, 0).
Es folgt λ1 = λ2 = λ3 = 0.
Damit sind v1, v2 und v3 linear unabhängig.
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Beispiel 2.17

Wir betrachten nun die Vektoren v1 = (1, 0, 1), v2 = (1, 1, 0) und
v3 = (3, 1, 2) in R3.
Wieder wollen wir feststellen, ob die Vektoren linear unabhängig
sind.
Wir suchen also Koeffizienten λ1, λ2, λ3 ∈ R mit

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0

und wollen dabei feststellen, ob die λi alle 0 sein müssen (in
diesem Fall sind die Vektoren linear unabhängig) oder nicht (in
diesem Fall sind die Vektoren linear abhängig).
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Wir suchen also Lösungen für das lineare Gleichungssystem mit der
erweiterten Koeffizientenmatrix1 1 3 0

0 1 1 0
1 0 2 0

 .

Die Matrix hat die Zeilenstufenform1 1 3 0
0 1 1 0
0 0 0 0

 .
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Wir sehen sofort, dass x3 eine freie Variable ist und dass das
Gleichungssystem daher unendlich viele Lösungen hat.
Insbesondere hat das Gleichungssystem eine nichttriviale Lösung.
Damit ist der Nullvektor eine nichttriviale Linearkombination der
Vektoren v1, v2 und v3.
Das zeigt, dass die Vektoren linear abhängig sind.
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Beispiel 2.18

Sei K = Z3, v1 = (2, 2, 0), v2 = (1, 1, 1) und v3 = (0, 1, 1).
Um festzustellen, ob diese Vektoren linear unabhängig sind,
wenden wir wieder den Gauß-Algorithmus an.
Die erweiterte Koeffizientenmatrix des zu betrachtenden
Gleichungssystems lautet2 1 0 0

2 1 1 0
0 1 1 0

 .
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Die Matrix hat die Zeilenstufenform1 2 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0

 .

Wir sehen, dass das Gleichungssystem eindeutig lösbar ist.
Damit hat das Gleichungssystem nur die triviale Lösung.
Also sind die Vektoren v1, v2 und v3 linear unabhängig.
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Beispiel 2.19

Wir betrachten den Vektorraum R[x ] der Polynome über dem
Körper der reellen Zahlen. Dann sind die Polynome 1, x , x2 und
x3 linear unabhängig.
Aus

λ1 · 1 + λ2x + λ3x
2 + λ4x

3 = 0

folgt nämlich, dass die Koeffizienten λ1, . . . , λ4 alle 0 sind.

Andererseits sind die Polynome p1 = x , p2 = x2 und p3 = x2 − x
linear abhängig.
Es gilt nämlich

−p1 + p2 − p3 = −x + x2 − (x2 − x) = 0.

Es gibt also eine nicht-triviale Linearkombination der Polynome p1,
p2 und p3, die gleich dem Nullpolynom ist.
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Bemerkung 2.20

Sind v1, . . . , vr Elemente eines K -Vektorraumes V und gilt vi = vj
für zwei verschiedene i , j ∈ {1, . . . , r}, tritt also einer der Vektoren
in der Liste v1, . . . , vr zweimal auf, so sind die Vektoren linear
abhängig.
In diesem Fall ist nämlich vi − vj = 0 eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors.

Sind v1, . . . , vr ∈ V und gibt es ein i ∈ {1, . . . , r} mit vi = 0, so
sind die Vektoren ebenfalls linear abhängig.
In diesem Fall ist vi = 0 eine nichttriviale Linearkombination des
Nullvektors.

Ein einzelner Vektor v ∈ V ist genau dann linear unabhängig,
wenn v 6= 0 gilt.
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Lemma 2.21
Sei V ein K-Vektorraum und seien v1, . . . , vr ∈ V .
Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

1. Die Vektoren v1, . . . , vr sind linear abhängig.

2. Einer der Vektoren v1, . . . , vr ist eine Linearkombination der
anderen.
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Definition 2.22
Sei V ein K -Vektorraum und v1, . . . , vr ∈ V .
Die Vektoren v1, . . . , vr sind ein Erzeugendensystem von V (oder
v1, . . . , vr erzeugen V ), falls Lin(v1, . . . , vr ) = V gilt.

Die Vektoren v1, . . . , vr sind eine Basis von V , falls sie linear
unabhängig sind und V erzeugen.
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Beispiel 2.23

Wir betrachten wieder die Vektoren v1 = (1, 0, 1), v2 = (1, 1, 0)
und v3 = (1, 2, 3) aus Beispiel 2.16.
Wir wissen bereits, dass die Vektoren linear unabhängig sind.
Um zu zeigen, dass die drei Vektoren auch den Vektorraum R3

erzeugen, müssen wir zeigen, dass für alle a = (a1, a2, a3) ∈ R3

Skalare λ1, λ2, λ3 ∈ R existieren, so dass

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = a

gilt.

Wir müssen also das Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix 1 1 1 a1

0 1 2 a2
1 0 3 a3


lösen.
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Führen wir dieselben elementaren Zeilenumformungen wie in
Beispiel 2.16 durch, so erhalten wir die eine Matrix der Form1 0 0 b1

0 1 0 b2
0 0 1 b3

 ,

mit gewissen reellen Zahlen b1, b2, b3 = R.

Die eindeutige Lösung des Gleichungssystems lautet also
(b1, b2, b3). Damit gilt

b1v1 + b2v2 + b3v3 = a.

Also erzeugen die Vektoren v1, v2 und v3 den Vektorraum R3.
Damit sind v1, v2 und v3 eine Basis von R3.
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Lemma 2.24
Vektoren v1, . . . , vr ∈ V bilden genau dann eine Basis des
K-Vektorraums V , wenn es für alle w ∈ V eindeutig bestimmte
Skalare λ1, . . . , λr ∈ K mit

λ1v1 + · · ·+ λrvr = w

gibt.
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Beispiel 2.25

Wir haben schon gesehen, dass die Vektoren v1 = (1, 0, 1),
v2 = (1, 1, 0) und v3 = (1, 2, 3) aus den Beispielen 2.16 und 2.23
eine Basis von R3 bilden.
Wir wollen nun den Vektor (0, 2, 1) als Linearkombination von v1,
v2 und v3 darstellen.

Das heißt, wir suchen λ1, λ2, λ3 ∈ R mit

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 =

0
2
1

 .
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Wir müssen also das Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix 1 1 1 0

0 1 2 2
1 0 3 1


lösen.
Wir führen dieselben elementaren Zeilenumformungen durch wie in
Beispiel 2.16 und erhalten die Zeilenstufenform1 1 1 0

0 1 2 2
0 0 1 3

4

 .
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Wir setzen das Gauß-Jordan-Verfahren fort, um die reduzierte
Zeilenstufenform dieser Matrix zu bestimmen:1 0 0 −5

4
0 1 0 1

2
0 0 1 3

4

 .

Damit ist λ1 = −5
4 , λ2 = 1

2 und λ3 = 3
4 .

Also ist

−5

4
v1 +

1

2
v2 +

3

4
v3 =

0
2
1

 .
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Bemerkung 2.26

Ist V ein K -Vektorraum und v1, . . . , vr eine Basis von V , so liefert
diese Basis ein Koordinatensystem.
Für jeden Vektor w ∈ V sind die Koordinaten von w bezüglich der
Basis v1, . . . , vr die eindeutig bestimmten Skalare λ1, . . . , λr ∈ K
mit

λ1v1 + · · ·+ λrvr = w .

Die üblichen Koordinaten eines Vektors w ∈ Kn sind die
Koordinaten bezüglich der Standardbasis e1, . . . , en, wobei ei der
Vektor ist, dessen i-te Komponente 1 ist, während alle anderen
Komponenten 0 sind.
Der Vektor ei ist der i-te Einheitsvektor von Kn.
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Die Dimension eines Vektorraums

Satz 2.27 (Basisergänzungssatz)

Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Weiter seien
v1, . . . , vr ,w1, . . . ,ws ∈ V . Angenommen, v1, . . . , vr sind linear
unabhängig und die Vektoren v1, . . . , vr ,w1, . . . ,ws erzeugen den
Vektorraum V .

Falls v1, . . . , vr noch keine Basis von V bilden, so kann man
v1, . . . , vr durch Hinzufügen von Vektoren aus {w1, . . . ,ws} zu
einer Basis von V ergänzen.
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In diesem Satz ist der Fall r = 0 ausdrücklich nicht ausgeschlossen.
Ist w1, . . . ,ws ein Erzeugendensystem von V , so existiert eine Basis
von V , die aus Vektoren aus der Menge {w1, . . . ,ws} besteht.

Der Basisergänzungssatz zeigt insbesondere, dass jeder Vektorraum
V , der die lineare Hülle von endlich vielen Vektoren ist, eine
endliche Basis hat.
Ein solcher Vektorraum heißt endlich erzeugt.
Es gibt auch Vektorräume, die nicht endlich erzeugt sind, wie zum
Beispiel den Vektorraum aller Polynome über einem Körper K .
Man kann zeigen, dass auch jeder Vektorraum, der nicht endlich
erzeugt ist, eine (unendliche) Basis hat, aber wir werden in dieser
Vorlesung darauf nicht näher eingehen.
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Korollar 2.28
Sind v1, . . . , vr und w1, . . . ,ws Basen von V , so gilt r = s.

Dieses Korollar rechtfertigt die folgende Definition:

Definition 2.29
Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum über einem Körper K .
Dann ist die Dimension von V die eindeutig bestimmte Zahl
n ∈ N0, so dass jede Basis von V genau n Vektoren umfasst.

Mathematik 1 für Studierende der Informatik



Beispiel 2.30

a) Für jedes n ∈ N hat der K -Vektorraum Kn die Dimension n.
Die Einheitsvektoren e1, . . . , en (siehe Bemerkung 2.26) bilden
nämlich eine Basis.
Daraus folgt, dass auch alle anderen Basen von Kn genau n
Elemente haben.

Wir können auch den Vektorraum K 0 betrachten: er besteht aus
allen Tupeln der Länge 0 von Elementen von K . Allerdings gibt es
nur ein 0-Tupel, das leere Tupel.
Also hat K 0 nur ein Element, dass wir sinnvoller Weise mit 0
bezeichnen.
Der einelementige Vektorraum über K hat die Dimension 0. Die
leere Menge von Vektoren ist nämlich eine Basis.
Sie ist sicherlich linear unabhängig und die einzig mögliche
Linearkombination, die leere Linearkombination, hat den Wert 0.
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b) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix

1 2 3 −1 −1 2 0
0 1 3 2 0 0 0
0 0 0 0 1 −3 0
0 0 0 0 0 0 0

 .

Wir führen das Gauß-Jordan-Verfahren durch, um die Matrix auf
reduzierte Zeilenstufenform zu bringen.
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Die reduzierte Zeilenstufenform lautet
1 0 −3 −5 0 −1 0
0 1 3 2 0 0 0
0 0 0 0 1 −3 0
0 0 0 0 0 0 0


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Nun lesen wir die Lösung ab, wobei wir für die freien Variablen x3,
x4 und x6 die Parameter r , s und t einsetzen.
Es ergibt sich die folgende allgemeine Lösung:

x1 = 3r + 5s + t,

x2 = −3r − 2s,

x3 = r ,

x4 = s,

x5 = 3t,

x6 = t,

r , s, t ∈ R
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Diese Lösung können wir auch mit Hilfe von Vektoren wie folgt
schreiben: 

x1
x2
x3
x4
x5
x6

 = r



3
−3
1
0
0
0

 + s



5
−2
0
1
0
0

 + t



1
0
0
0
3
1


Offenbar ist jede Lösung (x1, . . . , x6) des Gleichungssystems eine
Linearkombinationen der Vektoren v1 = (3,−3, 1, 0, 0, 0),
v2 = (5,−2, 0, 1, 0, 0) und v3 = (1, 0, 0, 0, 3, 1).
Dabei sind die Skalare r , s und t durch (x1, . . . , x6) eindeutig
bestimmt, da ja r = x3, s = x4 und t = x6 gilt.
Also bilden v1, v2, v3 eine Basis des Lösungsraumes des
Gleichungssystems.
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