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Lemma 2.7
Sei V' ein Vektorraum iiber K. Folgende Aussagen gelten fiir alle
veVund )\ € K:

1.A0=0
2. 0v=0
3. (-l)v=—v

4. Adv=0=(A=0Vv=0).
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Definition 2.8

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.

Eine nichtleere Teilmenge U von V ist ein Untervektorraum (oder
auch einfach Unterraum) von V, falls gilt:

1. Firalleu,ve Uist u+v e U.
2. Furalle we Uund alle A € Kist Aue U.

Man beachte, dass aus (2) und Lemma 2.7 folgt, dass jeder
Unterraum U eines Vektorraumes V eine Untergruppe von (V,+)
ist, da namlich fiir jedes u € U auch —u = (—1)u und 0 = Ou
Elemente von U sind.
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Beispiel 2.9
a) Ist V ein K-Vektorraum, so ist V ein Unterraum von V. Auch
der die Menge {0} C V ist ein Unterraum von V.

b) Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems
in n Variablen liber einem Korper K ist ein Unterraum von K”.

c) Sei U:={(x1,...,xs) € K" : x; = 0}. Dann ist U ein
Unterraum von K.

d) Die Menge der Polynome iiber K, deren Grad hochstens 5 ist,
ist ein Unterraum des K-Vektorraumes aller Polynome tber K.
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Lineare Unabhangigkeit

Definition 2.10
Sei V ein K-Vektorraum, vi,...,v, € V und Aq,..., A, € K.
Einen Ausdruck der Form

v+ AV

nennen wir eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Wir unterscheiden nicht strikt zwischen dem Wert der
Linearkombination, also dem Vektor, der das Ergebnis der
Linearkombination ist, und dem formalen Ausdruck.

Sind die Koeffizienten A1,..., A, alle 0, so sprechen wir von der
trivialen Linearkombination. Letztere ergibt immer den Nullvektor.
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Beispiel 2.11
a) Seien K =R, v =(1,2,3), v» =(1,0,1), Ay =1 und
A> = —2. Dann ist

Avi+ Aove = (1,2,3) — 2(1,0, 1) = (—1,2, 1)

eine Linearkombination der Vektoren vy und vs.

b) Sei K = Z7, Vi = (4,5), Vo — (3, 1), V3 — (O, 1), )\1 == 2, )\2 =1
und A3 = 6.
Dann ist

A1vi 4+ Aovo + A3v3 = 2(4, 5) + (3, 1) + 6(0, ].)
=(1,3)+(3,1) +(0,6) = (4,3)

eine Linearkombination von vq, v» und vs.
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Definition 2.12
Sei V ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V.
Dann nennen wir die Menge

Lin(vi,...,v) =
{veV :Esgbt A\i,..., Ay € Kmitv=>Avi+- -+ v}

die lineare Hiille der Menge {v1, ..., v,} von Vektoren.

Die lineare Hiille der leeren Menge definieren wir als die Menge
{0}.

Das ist sinnvoll, da die Linearkombination mit 0 Summanden den
Wert 0 hat.

Damit ist auch Lin(vi,...,v,) in dem Fall definiert, in dem r =0
Ist.
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Lemma 2.13

Fiir jede Menge {v1,...,v,} von Vektoren eines K-Vektorraums V
ist die lineare Hiille Lin(v1, ..., v,) ein Unterraum von V.
Beispiel 2.14

a) Wir betrachen den R-Vektorraum aller Polynome iiber R.

Sei f(x) = x und g(x) = x2.

Dann ist
Lin(f,g) = {ax*> 4+ bx : a, b € R}.
Setzt man nun noch h(x) =1, so ist

Lin(f,g, h) = {ax®> + bx + ¢ : a,b,c € R},

der Raum der reellen Polynome vom Grad héchstens 2.
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b) Seien v = (1,1,0), v» = (1,0,1) und v3 = (0,1,1). Dann ist

—vi+va+v3 =(0,0,2),

Vi — Vo +v3 = (0,2,0)
und
Vi + vo —v3 = (2,0,0).

Nach Lemma 2.13 sind alle Linearkombinationen der Vektoren
(0,0,2), (0,2,0) und (2,0,0) wieder Elemente von Lin(vy, v2, v3).
Fiir alle (x,y,z) € R3 ist

X

2

z

0,0,2).
2(77)

(x,y,2) = ~(2,0,0) + %(o, 2,0) +

Also ist Lin(vy, va, v3) = R3.
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Definition 2.15

Es sei r > 1 und V ein Vektorraum tber dem Korper K.

Vektoren v, ..., v, € V heiBen linear unabhangig, falls die einzigen
Skalare A\1,..., A, € K mit

Avi+--+ Ay, =0

die Skalare A; = --- = A, = 0 sind, wenn also aus der Gleichung
Avi+-- 4+ AV, =0

folgt, dass Ay = --- = A\, =0 gilt.

Falls v1, ..., v, nicht linear unabhangig sind, so nennt man die
Vektoren linear abhangig.
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Beispiel 2.16

Wir betrachten die Vektoren vi = (1,0,1), v = (1,1,0) und
v3 = (1,2,3) in R3.

Seien A1, A2, A3 € R so gewahlt, dass

A1vi 4+ Aovo + A3v3 =0

gilt.
Es gilt also
1 1 1 0
MO +X|1l)+X(2] =10
1 0 3 0
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Damit 16st (A1, A2, A3) das homogene lineare Gleichungssystem,
dessen Koeffizientenmatrix die Spalten vq, v» und vz hat, also das
Gleichungssystem

1x1 + 1xo 4+ 1x3
0X1 + ].X2 + 2X3
1x; +0x0 +3x3 =
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Die reduzierte Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizientenmatrix
des Gleichungssystems lautet

1 0 00O

01 00

0 01O
Insbesondere hat das Gleichungssystem nur die eine Losung
(X1,X27X3) = (07 07 0)

Es folgt AM=A=X3=0.
Damit sind v, v» und v3 linear unabhangig.
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Beispiel 2.17

Wir betrachten nun die Vektoren v; = (1,0,1), vo = (1,1,0) und
v3 = (3,1,2) in R3.

Wieder wollen wir feststellen, ob die Vektoren linear unabhangig
sind.

Wir suchen also Koeffizienten A1, A2, A3 € R mit

Avi+ dovo +A3v3 =0

und wollen dabei feststellen, ob die A; alle 0 sein miissen (in
diesem Fall sind die Vektoren linear unabhangig) oder nicht (in
diesem Fall sind die Vektoren linear abhangig).
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Wir suchen also Losungen fiir das lineare Gleichungssystem mit der

erweiterten Koeffizientenmatrix

1130
0110
1020

Die Matrix hat die Zeilenstufenform

1130
0110
0 00O
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Wir sehen sofort, dass x3 eine freie Variable ist und dass das
Gleichungssystem daher unendlich viele Losungen hat.
Insbesondere hat das Gleichungssystem eine nichttriviale Losung.
Damit ist der Nullvektor eine nichttriviale Linearkombination der
Vektoren vi, vo und v3.

Das zeigt, dass die Vektoren linear abhangig sind.
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Beispiel 2.18

Sei K =Z3, vi =(2,2,0), v» =(1,1,1) und v3 = (0,1,1).
Um festzustellen, ob diese Vektoren linear unabhangig sind,
wenden wir wieder den GauB-Algorithmus an.

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des zu betrachtenden
Gleichungssystems lautet

2 100
2110
0110
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Die Matrix hat die Zeilenstufenform
1 2 00
01 10
0 01O

Wir sehen, dass das Gleichungssystem eindeutig losbar ist.
Damit hat das Gleichungssystem nur die triviale Losung.
Also sind die Vektoren vy, v» und v3 linear unabhangig.
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Beispiel 2.19

Wir betrachten den Vektorraum R[x] der Polynome iiber dem
Korper der reellen Zahlen. Dann sind die Polynome 1, x, x2 und
x3 linear unabhingig.
Aus

)\1-1+)\2X+)\3X2+/\4X3:0

folgt namlich, dass die Koeffizienten A1,..., A4 alle O sind.

Andererseits sind die Polynome p; = x, po = x? und p3 = x> — x

linear abhangig.
Es gilt namlich

—p1+p2—p3=—x+x>—(x*—x)=0.

Es gibt also eine nicht-triviale Linearkombination der Polynome py,
p2 und p3, die gleich dem Nullpolynom ist.
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Bemerkung 2.20

Sind vi, ..., v, Elemente eines K-Vektorraumes V und gilt v; = v;
fiir zwei verschiedene i,j € {1,...,r}, tritt also einer der Vektoren
in der Liste vq,..., v, zweimal auf, so sind die Vektoren linear
abhangig.

In diesem Fall ist namlich v; — v; = 0 eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors.

Sind v1,...,v, € Vund gibt esein i € {1,...,r} mit v; =0, so
sind die Vektoren ebenfalls linear abhangig.

In diesem Fall ist v; = 0 eine nichttriviale Linearkombination des
Nullvektors.

Ein einzelner Vektor v € V ist genau dann linear unabhangig,
wenn v # 0 gilt.
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Lemma 2.21
Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy,...,v, € V.
Dann sind die beiden folgenden Aussagen aquivalent:

1. Die Vektoren vi, ..., v, sind linear abhangig.
2. Einer der Vektoren v1,..., v, ist eine Linearkombination der
anderen.
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Definition 2.22

Sei V ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V.

Die Vektoren vy, ..., v, sind ein Erzeugendensystem von V (oder
Vi,..., v, erzeugen V), falls Lin(vi,...,v,) = V gilt.

Die Vektoren vy, ..., v, sind eine Basis von V, falls sie linear

unabhangig sind und V erzeugen.
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Beispiel 2.23

Wir betrachten wieder die Vektoren v; = (1,0,1), vo» = (1,1,0)
und v3 = (1,2, 3) aus Beispiel 2.16.

Wir wissen bereits, dass die Vektoren linear unabhangig sind.
Um zu zeigen, dass die drei Vektoren auch den Vektorraum R3
erzeugen, miissen wir zeigen, dass fiir alle a = (a1, a2, a3) € R3
Skalare A1, A2, A3 € R existieren, so dass

A1vi 4+ dovo + A3v3 = a

gilt.

Wir miissen also das Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix
111
01 2 an
1 0 3 as

|osen.
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Fiihren wir dieselben elementaren Zeilenumformungen wie in
Beispiel 2.16 durch, so erhalten wir die eine Matrix der Form

by
2 )
3

(on

1 00
010
0 01

oy

mit gewissen reellen Zahlen by, by, b3 = R.

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems lautet also
(bl, by, b3). Damit gilt

bivi + bovo + b3vz = a.

Also erzeugen die Vektoren vi, v» und v3 den Vektorraum R3.
Damit sind vi, v» und v3 eine Basis von R3.
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Lemma 2.24
Vektoren vi,...,v, € V bilden genau dann eine Basis des
K-Vektorraums V/, wenn es fiir alle w € V' eindeutig bestimmte

Skalare A1, ..., A\, € K mit
Avi+ -+ ANV, =w

gibt.
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Beispiel 2.25

Wir haben schon gesehen, dass die Vektoren v; = (1,0,1),

vo =(1,1,0) und v3 = (1,2, 3) aus den Beispielen 2.16 und 2.23
eine Basis von R3 bilden.

Wir wollen nun den Vektor (0,2, 1) als Linearkombination von v,
v» und vz darstellen.

Das heiBt, wir suchen A1, A2, A3 € R mit

0
Avi+ dAovo + A3z = | 2
1
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Wir miissen also das Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix

=

110
1 2 2
0 31

[osen.

Wir fihren dieselben elementaren Zeilenumformungen durch wie in
Beispiel 2.16 und erhalten die Zeilenstufenform

O O =
O = =
=N
BN O
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Wir setzen das GauB-Jordan-Verfahren fort, um die reduzierte
Zeilenstufenform dieser Matrix zu bestimmen:

100 —3
010 é
001 3
Damit ist Ay = —2, Ao = 3 und A3 = 3.
Also ist
——Vvi + V+§v g
1oVt = ;
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Bemerkung 2.26

Ist V ein K-Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis von V, so liefert
diese Basis ein Koordinatensystem.
Fur jeden Vektor w € V sind die Koordinaten von w bezliglich der
Basis vi, ..., v, die eindeutig bestimmten Skalare \1,..., A, € K
mit

v+ AV = wl

Die tiblichen Koordinaten eines Vektors w € K" sind die
Koordinaten beziiglich der Standardbasis ey, . .., e,, wobei e; der
Vektor ist, dessen i-te Komponente 1 ist, wahrend alle anderen
Komponenten 0 sind.

Der Vektor ¢; ist der i-te Einheitsvektor von K.
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Die Dimension eines Vektorraums

Satz 2.27 (Basiserganzungssatz)

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Weiter seien

Vi,. .y Ve, Wi, ..., Ws € V. Angenommen, vi,..., v, sind linear
unabhangig und die Vektoren vy, ..., v, wi, ..., Ws erzeugen den
Vektorraum V.

Falls vy, ..., v, noch keine Basis von V' bilden, so kann man
Vi,...,V, durch Hinzufiigen von Vektoren aus {wi, ..., ws} zu
einer Basis von V erganzen.
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In diesem Satz ist der Fall r = 0 ausdriicklich nicht ausgeschlossen.
Ist wy, ..., ws ein Erzeugendensystem von V/, so existiert eine Basis
von V/, die aus Vektoren aus der Menge {w, ..., ws} besteht.

Der Basiserganzungssatz zeigt insbesondere, dass jeder Vektorraum
V/, der die lineare Hille von endlich vielen Vektoren ist, eine
endliche Basis hat.

Ein solcher Vektorraum heiBt endlich erzeugt.

Es gibt auch Vektorraume, die nicht endlich erzeugt sind, wie zum
Beispiel den Vektorraum aller Polynome iiber einem Korper K.
Man kann zeigen, dass auch jeder Vektorraum, der nicht endlich
erzeugt ist, eine (unendliche) Basis hat, aber wir werden in dieser
Vorlesung darauf nicht naher eingehen.
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Korollar 2.28
Sind vi,...,v, und wy,...,ws Basen von V, so gilt r = s.

Dieses Korollar rechtfertigt die folgende Definition:
Definition 2.29
Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum utiber einem Korper K.

Dann ist die Dimension von V die eindeutig bestimmte Zahl
n € Ny, so dass jede Basis von V genau n Vektoren umfasst.
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Beispiel 2.30

a) Fiir jedes n € N hat der K-Vektorraum K" die Dimension n.
Die Einheitsvektoren ey, ..., e, (sieche Bemerkung 2.26) bilden
namlich eine Basis.

Daraus folgt, dass auch alle anderen Basen von K" genau n
Elemente haben.

Wir konnen auch den Vektorraum KO betrachten: er besteht aus
allen Tupeln der Lange 0 von Elementen von K. Allerdings gibt es
nur ein O-Tupel, das leere Tupel.

Also hat K° nur ein Element, dass wir sinnvoller Weise mit 0
bezeichnen.

Der einelementige Vektorraum tiber K hat die Dimension 0. Die
leere Menge von Vektoren ist namlich eine Basis.

Sie ist sicherlich linear unabhangig und die einzig mogliche
Linearkombination, die leere Linearkombination, hat den Wert 0.
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b) Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten
Koeffizientenmatrix

123 -1 -1 2 0
013 2 0 0 O
000 0 1 =30
000 0O O 0 O

Wir fiihren das GauB-Jordan-Verfahren durch, um die Matrix auf
reduzierte Zeilenstufenform zu bringen.
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Die reduzierte Zeilenstufenform lautet

10 -3 50 -10
01 3 2 0 0 O
00 0 0 1 -3 0
00 0 O 0 O O
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Nun lesen wir die Losung ab, wobei wir fiir die freien Variablen xs,
Xa und xg die Parameter r, s und t einsetzen.
Es ergibt sich die folgende allgemeine Losung:

x1 = 3r+5bs+t,
xp = —3r—2s,
X3 = r,
X4 = s,
x5 = 3t,
Xe = t,

r,s,t € R
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Diese Losung konnen wir auch mit Hilfe von Vektoren wie folgt

schreiben:
X1 3 5 1
X -3 -2 0
X3 — 1 +s 0 +t 0
X4 o 0 1 0
X5 0 0 3
X6 0 0 1
Offenbar ist jede Losung (x1,...,xs) des Gleichungssystems eine

Linearkombinationen der Vektoren v; = (3,-3,1,0,0,0),

v =(5,-2,0,1,0,0) und v3 = (1,0,0,0,3,1).

Dabei sind die Skalare r, s und t durch (xi, ..., Xs) eindeutig
bestimmt, da ja r = x3, s = x4 und t = xg gilt.

Also bilden vq, vo, v3 eine Basis des Losungsraumes des
Gleichungssystems.
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