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Die geometrische Bedeutung der ersten und zweiten
Ableitung

Ist f eine konstante Funktion, so ist die Ableitung von f Ulberall
gleich 0.
Die Umkehrung dieser Aussage gilt auch:

Satz 5.27

Sei f eine reelle Funktion, die auf dem Intervall [a, b] stetig und
auf dem Interval (a, b) differenzierbar ist. Gilt f'(x) = 0 fiir alle
x € (a, b) so ist f auf dem Intervall [a, b] konstant.

Dieser Satz ist anschaulich klar:

Wenn eine Funktion nirgends steigt oder fallt, so ist sie konstant.
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Der folgende Satz ist ahnlich einleuchtend:

Satz 5.28

Sei f stetig auf dem Intervall [a, b] und differenzierbar auf dem
Intervall (a, b).

Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b] streng monoton
wachsend.

Gilt f'(x) < 0 fiir alle x € (a, b), so ist f auf [a, b] streng monoton
fallend.
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Beide Satze folgen leicht aus dem wichtigen Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, den wir hier ohne Beweis angeben.

Satz 5.29 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Die reelle Funktion f sei stetig auf dem Intervall [a, b] und
differenzierbar auf (a, b).
Dann gibt es mindestens ein § € (a, b) mit

f(b) — f(a)
(&) = :

(6 ="
Der Mittelwertsatz ist ebenfalls plausibel:
Er besagt, dass es zwischen a und b eine Stelle £ gibt, so dass die
Tangente im Punkt (£, 7(€)) dieselbe Steigung hat wie die Sekante
durch die Punkte (a,f(a)) und (b, f(b)).
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Ein ahnlicher Satz gilt fiir stetige Funktionen:
Satz 5.30 (Zwischenwertsatz)

Die reelle Funktion f sei auf dem Intervall [a, b] definiert und stetig.
Es gelte f(a) # f(b).

Sei y ein Wert zwischen f(a) und f(b).

Es gelte also f(a) < y < f(b) oder f(b) < y < f(a).

Dann gibt es ein x € (a, b) mit f(x) =y.

Zwei Instanzen des Zwischenwertsatzes haben wir schon diskutiert:
Dass man Graphen einer stetigen Funktion auf einem Intervall ohne
abzusetzen zeichnen kann und dass das Bild eines Intervalls unter
einer stetigen, streng monotonen Funktion wieder ein Intervall ist.
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Definition 5.31

Die reelle Funktion f sei auf dem Intervall [a, b] definiert.

Dann hat f an der Stelle xg € [a, b] ein absolutes Maximum, wenn
f(xo) das groBte Element der Menge

flla, b]] = {f(x) : x € (a,b)}

ist.

Sei nun xp € (a, b).
Dann hat f ein lokales Maximum an der Stelle xg, falls es ein § > 0
gibt, so dass fiir alle x € (xop — 9, xp + 0) gilt:

f(x0) > f(x)

Analog definiert man absolute und lokale Minima. Ein Maximum
oder Minimum nennt man auch Extremum oder Extremwert von f.
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Satz 5.32

Die reelle Funktion f sei auf dem Intervall (a, b) definiert und an
der Stelle xg € (a, b) differenzierbar.
Hat f an der Stelle xy ein (lokales) Extremum, so ist f'(x) = 0.

Die Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums in Satz
5.32 ist notwendig, aber nicht hinreichend.

Die Ableitung der Funktion f(x) = x3 ist 3x2.

Insbesondere ist f/(0) = 0.

Aber die Funktion f ist streng monoton wachsend und hat
uberhaupt keine lokalen Extrema.
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Eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema liefert der nachste
Satz.

Satz 5.33

Die Funktion f sei auf dem Intervall (a, b) differenzierbar.
An der Stelle xp € (a, b) gelte f'(xo) = 0.

a) Angenommen, es gibt ein 6 > 0, so dass f'(x) auf dem Intervall
(xo — 9, x0) positiv (> 0) ist und auf dem Intervall (xp, xo + 9)
negativ (< 0). Dann hat f bei xo ein lokales Maximum.

b) Angenommen, es gibt ein § > 0, so dass f'(x) auf dem Intervall
(x0 — 0, x0) negativ (< 0) ist und auf dem Intervall (xo, xo + 9)
positiv (> 0). Dann hat f bei xy ein lokales Minimum.
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Korollar 5.34
Die Funktion f sei auf dem Intervall (a, b) zweimal differenzierbar.
An der Stelle xp € (a, b) gelte f'(xp) = 0.

a) Ist f”(xp) < 0, so hat f an der Stelle xg ein lokales Maximum.

b) Ist ”(xp) > 0, so hat f an der Stelle xg ein lokales Minimum.

Um die lokalen Extrema einer Funktion zu bestimmen, sucht man
also zunachst die Nullstellen der Ableitung der Funktion und
betrachtet dann die zweite Ableitung, die hoffentlich dariiber
Auskunft gibt, ob an der Nullstelle der Ableitung ein lokales
Maximum oder Minimum vorliegt.
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In der Praxis mochte man oft das Maximum oder Minimum einer
Funktion bestimmen, um einen in einem gewissen Sinne optimalen
Wert irgendeines Parameters zu bestimmen.

Die Existenz von Extremwerten folgt aus dem folgenden Satz:

Satz 5.35

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion.

Dann existieren x1,xp € [a, b], so dass f bei x; ein absolutes
Maximum hat und bei xo ein absolutes Minimum.

Man beachte, dass das absolute Maximum einer differenzierbaren
Funktion f : [a, b] — R an einem Endpunkt des Definitionsbereichs
vorliegen kann.

In diesem Falle wissen wir nichts tuber die Ableitung von f an
dieser Stelle.

Nur wenn ein absolutes Maximum im Innern (a, b) des
Definitionsbereichs vorliegt, wissen wir, dass die Ableitung f’ an
dieser Stelle verschwindet.
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Beispiel 5.36

Gesucht sind die Kantenlangen des Rechtecks, welches unter allen
Rechtecken mit dem gegebenen Umfang U den maximalen
Flacheninhalt hat.

Das Rechteck mit den Kantenlangen x und y hat den Umfang
2x 4 2y und den Flacheninhalt A= x-y.

Da der Umfang U fest vorgegeben ist, gilt die Gleichung

2x+2y = U.

Damit ist y = 3U — x.
Nun konnen wir den Flacheninhalt des Rechtecks in Abhangigkeit

von x als ) 1
A(x) = x <2U—x> = EUX—X2

ausdrticken.
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Wir wollen nun dasjenige x, und damit auch y, bestimmen, fiir das
A den maximalen Wert annimmt.

Zunachst stellen wir fest, dass die Seitenlangen eines Rechtecks
immer positiv sind.

AuBerdem kann keine Kante eines Rechtecks mit Umfang U eine
Lange > %U haben.

Damit brauchen wir A(x) nur auf dem Intervall [0, 3U] zu
studieren.

Fiir x = 0 und x = 1U ergibt sich A(x) = 0.

Insbesondere liegen an diesen beiden Stellen keine maximalen
Werte von A vor.

Wenn die Funktion A auf dem offenen Intervall (0, %U) einen
maximalen Wert annimmt, so handelt es sich um ein lokales
Maximum.

Damit muss die Ableitung von A an einer solchen Stelle O sein.
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Es gilt A'(x) = 3U —2x.

Die Nullstelle dieses Polynoms liegt bei x = %U.

Es gilt A”(x) = -2<0.

Damit liegt bei x = %U ein lokales Maximum vor.

Dieses ist das einzige lokale Maximum von A(x).

Damit nimmt A an der Stelle x = %U tatsachlich den maximalen
Wert an, und zwar den Wert

1 1
AlZU) = —U2
(GY) =5
Fir dieses x ergibt sich y = %U — %U = %U.
Bei dem Rechteck mit dem maximalen Flacheninhalt bei

vorgegebenen Umfang U handelt es sich also um ein Quadrat mit
der Kantenlange %U.
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Ohne naher darauf einzugehen, bemerken wir noch, dass eine
Funktion f, deren zweite Ableitung auf einem Intervall | existiert
und positiv ist, auf diesem Intervall konvex ist, d.h., dass fiir alle
X1, X, X2 € | mit x3 < x < x» die folgende Ungleichung gilt:

f(x2) — f(x1)

X2 — X1

f(x) < (x —x1) + f(x1)
Die Ungleichung bedeutet, dass der Graph von f auf dem Intervall

[x1, x2] unterhalb der Verbindungsgeraden zwischen den Punkten
(x1, f(x1)) und (xo, f(x2)) verlduft.

Entsprechend ist eine Funktion f, deren zweite Ableitung auf
einem Intervall | existiert und negativ ist, auf diesem Intervall
konkav, d.h., dass fiir alle x1,x,x € | mit x; < x < xp die
folgende Ungleichung gilt:

f(xe) — f(xa)

X2 — X1

Mathematik Il fiir Studierende der Informatik

f(x) > (x — x1) + f(x1)



Trigonometrische Funktionen

Der Einheitskreis ist die Menge der Punkte (x, y) in der Ebene R2,
die die Gleichung x> + y? = 1 erfiillen.

Der Einheitskreis besteht aus den Punkten der Ebene, deren
Abstand zum Nullpunkt genau 1 ist.

Es handelt sich also um den Kreis um den Nullpunkt mit Radius 1.
Die Kreiszahl 7 ist die Halfte des Umfangs des Einheitskreises.
Der Einheitskreis hat also den Umfang 27.

Man kann zeigen, dass 7 irrational ist, dass also 7 ¢ Q gilt.

Die ersten Dezimalstellen von 7 lauten wie folgt:

m = 3.1415926535. ..
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Sei nun « € [0, 00).

Wir durchlaufen den Einheitskreis ausgehend von dem Punkt (1,0)
entgegen dem Uhrzeigersinn bis die Lange des durchlaufenen
Bogens genau « ist.

Sei (x, y) der Punkt, an dem wir stehen bleiben.

Wir definieren nun

cosa = x und sina =y.

Dadurch haben wir die Funktionen cos, sin : [0,00) — R definiert.
Wir konnen diese Funktionen auf negative Zahlen fortsetzen,
indem wir im Falle @ < 0 den Kreis im Uhrzeigersinn durchlaufen.
Die beiden Funktionen sin (gelesen Sinus) und cos (gelesen
Cosinus) sind also auf ganz R defniert.
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Aus dieser Definition folgt:

sin0=0 sinZ=1 sint=0 sin3 =-1 sin2r=0
cos0=1 cos%zO cosm = —1 cos%”:o cos2m =1

AuBerdem gelten fiir alle n € Z die Gleichungen
cos(2mn + ) = cos v und sin(2wn + a) = sin .

Die Funktionen Sinus und Cosinus sind also periodisch mit einer
Periode der Lange 2.
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Im Folgenden schreiben wir x anstelle von a.
Aus der Definition von sin und cos ergeben sich auch noch
folgende Eigenschaften, wobei wir sin? x fiir (sin x)? schreiben und

cos? x fiir (cos x)?:

2 2

sin“x +cos“x =1

sin(—x) = —sinx

cos(—x) = cos x

Funktionen mit der Eigenschaft f(—x) = —f(x) nennt man
ungerade Funktionen, da Polynome, in denen nur ungerade
Exponenten auftreten, diese Eigenschaft haben.

Funktionen mit der Eigenschaft f(x) = f(—x) nennt man gerade
Funktionen, da Polynome, in denen nur gerade Exponenten
auftreten, diese Eigenschaft haben.
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Satz 5.37
Die Funktionen cos und sin sind auf ganz R stetig.

Fiir den Beweis dieser Tatsache verweisen wir auf die gangige
Literatur.

Ebenfalls ohne Beweis geben wir die folgenden Eigenschaften von
sin und cos, die Additionstheoreme genannt werden:

sin(x1 + x2) = sin x1 cos xp + €os xj sin xa

cos(x1 + x2) = €OS X1 COS Xp — Sin X1 Sin X2
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Aus den Additionstheoremen ergibt sich:
sin < + F) sin x cos T + cos x sin T cos
| X — ] =SInX by XSsIn - = X
2 2 2
Auf ahnliche Weise zeigt man die folgenden Aussagen:
: : 7r :
sin(x+m) = —sinx, cos <x + 5) = —sinx und cos(x+7) = — cos x

SchlieBlich gilt auch noch

2 2

sin(2x) = 2sin x cos x und cos(2x) = cos” x — sin” x.
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Die Funktionen sin, cos, tan und cot nennt man trigonometrische
Funktionen. Dabei sind tan ( Tangens) und cot (Cotangens) wie
folgt definiert: Fiir alle x € R mit cos x # 0 setzt man

sin x
tanx =

cosx

Fur alle x € R mit sin x # 0 setzt man

Die Nullstellen des Cosinus liegen bei 37” und so weiter.

Damit ist der Tangens an den Stellen %% 4+ n) 7, n € Z, nicht
definiert.

Die Nullstellen des Sinus liegen bei 0, m, 27 und so weiter.
Damit ist der Cotangens an den ganzzahligen Vielfachen von ©
nicht definiert.

Man kann leicht nachrechnen, dass der Tangens und der
Cotangens beide periodisch mit der Periode 7 sind.
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Wir bestimmen nun die Ableitungen der trigonometrischen
Funktionen.

Geometrisch sieht man, dass fiir a nahe bei Null der Wert von «
und sin « fast gleich sind.

Fiir 0 < x < 5 gilt die Ungleichung

sin x

sinx < x < tanx = .
cos X

Dividiert man durch sin x und geht dann zu den Kehrwerten iiber,
so ergibt sich

sin x
1>

> COS X.
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Ist nun (x,) eine Folge reeller Zahlen > 0 mit x, — 0, so ergibt
sich wegen der Stetigkeit von cos der Grenzwert

sin x,

lim =1.
n—oo X

Dasselbe gilt fiir jede Folge (x,) negativer Zahlen, die gegen Null
konvergiert.

Insgesamt ergibt sich

sin x
lim =1.

x—0 X
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Satz 5.38
Die Funktionen sin, cos, tan und cot sind an jeder Stelle ihres
Definitionsbereichs differenzierbar und es gilt:

(sinx)' = cos x

(cosx)’ = —sinx
1
tanx) = —5— =1+ tan’x
( ) cos? x *
-1
(cotx) = —— = —1 — cot’x
sin® x
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Beweis. Wir zeigen zunichst (sin x)’ = cos x.

Die anderen Ableitungen lassen sich dann leicht berechnen.
Sei (x,) eine Folge reeller Zahlen # x mit x, — x.

Wir miissen zeigen, dass

sin x, — sin x
Xp — X

gegen cos x konvergiert.
Es gilt:
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sinx, —sinx  sin(x, — x + x) —sinx

Xp — X Xp — X
_sin(x, — Xx) - cos x + cos(x, — x) - sin x — sin x

Xp — X
o ) -1
:M-cosx—l—w‘smx
Xp — X Xn — X
= M . Ccos X + (cos(xp —x) — 1) - (cos(xp — x) + 1) -sin x
Cor ) (e~ 7 1)
o 2(x — x) —
el a.ini/ ok SREREAP
Xp — X (Xn — x) - (cos(xn — x) + 1)
sin(x, — x) sin?(x, — x) -
=" " cosx — s sinx
- G2 (eostn 0 1 1)

:mw%_@,G%X_gﬁM—X)mm>

Xp — X cos(x, — x) +1

Mathematik Il fiir Studierende der Informatik



Da sin und cos stetig sind und cos0 = 1 und sin0 = 0 gelten,
konvergiert der Ausdruck

sin(xn — x) (COSX ~sin( — x) - sinx)

Xp — X cos(xp, —x) +1
gegen cos X.
Nun gilt:
/ . T\’ m .
(cosx) = (sm (x+ 5)) = cos (x+ 5) = —sinx
/ sinx ' cos?x +sin? x 1 5
(tanx) = = 5 =———=1+tan"x
Ccos X cos? x cos? x
cosx\/ —sin®x + cos? x -1
/ 2
(cotx):(_ ): — = ——=-1—cot"x
sin x sin® x sin® x
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Wir diskutieren nun noch die Umkehrfunktionen der
trigonometrischen Funktion.

Offenbar ist keine der trigonometrischen Funktionen, die wir bisher
diskutiert haben, injektiv.

Wenn man jedoch die trigonometrischen Funktionen auf geeignete
Intervalle einschrankt, so existieren Umkehrfunktionen.
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1. Die Funktion x +— sin x ist auf dem Intervall [—g, %] streng
monoton wachsend. Die Funktionswerte von sin auf diesem
Intervall laufen von —1 bis 1.

Damit existiert eine Umkehrfunktion

T T
o Lo 5]
arcsin : [ ] i

vonsin: [-3,%] — [-1,1].
Die Funktion arcsin wird Arcussinus gelesen.

Da sin auf [—g, %] streng monoton wachst und stetig ist, ist

auch arcsin streng monoton wachsend und stetig.
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2. Die Funktion x — cos x ist auf dem Intervall [0, 7] stetig und
streng monoton fallend. Wieder werden alle Werte in dem
Intervall [—1, 1] als Funktionswerte angenommen.

Damit existiert eine Umkehrfunktion

arccos : [—1,1] — [0, 7]

von cos : [0, 1] — [—1, 1], die stetig und streng monoton
fallend ist.
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3. Die Funktion x + tan x ist auf dem Intervall (—%, %) ist
stetig und streng monoton wachsend.
Es werden jedoch alle reellen Zahlen als Funktionswerte
angenommen.
Damit existiert eine Umkehrfunktion

™ T
tan: R — (—f,f),
arctan 5D

die stetig und monoton wachsend ist.
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4. Die Funktion x — cot x ist auf dem Intervall [0, 7] ist stetig
und streng monoton fallend.
Es werden wieder alle reellen Zahlen als Funktionswerte

angenommen.
Damit existiert eine Umkehrfunktion

arccot : R — (0, ),

die stetig und streng monoton fallend ist.
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Satz 5.39
Die Funktionen Arcussinus und Arcuscosinus sind auf (—1,1)
differenzierbar.
Die Funktionen Arcustangens und Arcuscotangens sind auf ganz R
differenzierbar.
Es gilt:
(arcsinx)’ = LI
V1-—x2
(arccosx) = !
V1 —x?2
1
t "=
(arctan x) .2
-1
tx) =
(arccot x) 1.2
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Beweis

Wir verwenden die Umkehrregel.
Fiir alle x € (—%, g) ist die Ableitung des Sinus an der Stelle x
von 0 verschieden.
Sei y = sinx.
Dann gilt
1 1 1 1

. ! = = = '

Analog zeigt man die Formel fiir (arccos x)'.
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Fir x € (=%, %) gilt (tanx)" von Null verschieden

(Ubungsaufgabe).
Sei y = tan x. Dann gilt nach der Umkehrregel

I 1 1
(tanx)  1+tan2x 1+ y?

(arctany)’ =

Analog zeigt man die Formel fiir (arccot x)’.
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Exkursion: Die komplexen Zahlen

Einer der Grunde, warum man anstelle der rationalen Zahlen mit
den reellen Zahlen arbeitet ist der, dass sich gewisse Gleichungen
in Q nicht losen lassen, wahrend in R Losungen existieren.

Ein Beispiel ist die Gleichung x?> = 2, die die irrationalen Lésungen

++4/2 hat.
Da das Quadrat jeder reellen Zahl > 0 ist, lasst sich aber zum
Beispiel die Gleichung x?> = —1 in R nicht I5sen.

Dieses Problem |6sen wir, indem wir ein letztes Mal den
Zahlenbereich erweitern und von den reellen Zahlen zu den
komplexen Zahlen ibergehen.

Die komplexen Zahlen werden in vielen Anwendungen der
Mathematik benotigt, etwa in der Physik oder in der
Elektrotechnik.
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Definition 5.40
Wir setzen
C=R?=/{(a,b):a,bcR}.

Auf C definieren wir eine Addition und eine Multiplikation.
Fiir alle a, b, c,d € R sei

(a,b) +(c,d):=(a+c,b+d)
und

(a,b) - (¢c,d) := (ac — bd, ad + bc).

Satz 5.41

Die Menge C bildet beziiglich der in Definition 5.40 definierten
Addition und Multiplikation einen Korper, den wir auch mit C
bezeichnen.
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Beweis

Die Assoziativ- und Kommutativgesetze sowie das
Distributivgesetz rechnet man schnell nach.

Das neutrale Element beziiglich der Addition ist (0, 0).

Wie iiblich bezeichnen wir dieses neutrale Element ebenfalls mit 0.
Wir wissen auch schon, dass (C, +) eine abelsche Gruppe ist,
namlich dieselbe abelsche Gruppe wie die Gruppe (R?, +).

Das zu (a, b) inverse Element beziiglich + ist also

—(a, b) = (—a, —b).

Das neutrale Element beziiglich - ist (1,0).
Fiir alle (a, b) € C gilt namlich

(a,b)-(1,0):=(a-1—b-0,a-0+b-1) = (a,b).
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Ist (a, b) # 0 so ist

a —b
a2 + b2’ a2 + b?
das zu (a, b) inverse Element beziiglich der Multiplikation:
a —b
b) -

O . E . B
a a2+ b? a2+ b2 24+ p a2+ b?
:(170)
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Um nun den Korper C der komplexen Zahlen als Erweiterung von
R auffassen zu konnen, missen wir R mit einer geeigneten
Teilmenge von C identifizieren.

Diese Teilmenge ist einfach die x-Achse in R?, also die Menge

R={(a,0):acR}.

In der Tat rechnet man schnell nach, dass fiir alle a, b € R gilt:

(3,0) + (b,0) = (a+ b,0) und (2,0) - (5,0)
=(ab—0-0,a-0+0-b) = (ab,0)
Das zeigt, dass die Abbildung a + (a,0) ein Isomorphismus von

Korpern zwischen dem Korper R der reellen Zahlen und dem
Unterkorper R von C ist.
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Wir konnen also tatsachlich so tun, als ob die Menge R eine
Teilmenge von C ist. Wir vereinfachen nun unsere Notation wie
folgt:

Definition 5.42

Die komplexe Zahl (0,1) nennen wir die imaginadre Einheit und
bezeichnen sie mit i. Anstelle von (a, b) mit a, b € R schreiben wir
a+ ib. Dabei nennen wir a den Realteil der komplexen Zahl a + ib
und b den Imaginarteil.

Mathematik Il fiir Studierende der Informatik



Es gilt
i?=1(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0) = —1.

Praktisch kann man nun mit komplexen Zahlen in der Form a+ ib
wie folgt rechnen:

» Es diirfen die bekannten Rechenregeln in Korpern angewendet
werden.

» Immer wenn wir einem Term ;2 begegnen, kdnnen wir diesen
durch —1 ersetzen.

» Am Ende der Rechnung ordnen wir die Terme so, dass wir
wieder einen Ausdruck der Form ¢ + id erhalten.
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