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Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Zu der Vorlesung wird ein Skript erstellt, welches auf meiner
Homepage veröffentlicht wird:

http://www.math.uni-hamburg.de/home/geschke/lehre.html

Die Vorlesung orientiert sich an dem Skript von Thomas Andreae
aus dem Sommersemester 2014. Dieses Skript ist für die Hörer
dieser Vorlesung auf Stine verfügbar.

Es wird zwei Bonusklausuren geben, die voraussichtlich
donnerstags während der Vorlesungszeit stattfinden. Die genauen
Termine werden noch bekannt gegeben. Die Abschlussklausuren
finden voraussichtlich am 27.7. und am 28.9.2015 statt.

Zulassungskriterium zu den regulären Klausuren ist die sinnvolle
Bearbeitung von mindestens 50% der Hausaufgaben. Die
Hausaufgaben werden in den Übungsgruppen ausgegeben und eine
Woche später in den Übungsgruppen abgegeben.
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Beispiel 1.1

Die Gleichung
2x − 3 = 5

ist eine lineare Gleichung in der Variablen x .
Diese Gleichung lässt sich leicht umformen zu der Gleichung

2x = 8.

Diese Gleichung ist äquivalent zu x = 4.
Die Zahl 4 löst also die Gleichung.
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Im Allgemeinen lässt sich eine lineare Gleichung in einer
Unbekannten in der Form

ax = b

schreiben.
Dabei ist x die Unbekannte bzw. Variable.
Die Koeffizienten a und b sind Elemente eines festen Körpers K .

Unsere Diskussion linearer Gleichungen und Systeme lineare
Gleichungen bezieht sich im Prinzip auf Gleichungen mit
Koeffizienten in beliebigen Körpern.
Konkrete Beispiele werden jedoch immer reelle Koeffizienten
haben.
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Beispiel 1.2

Die Gleichung
4x − 2y = 1

ist eine lineare Gleichung in den zwei Variablen x und y .
Wir bringen y auf die rechte Seite und erhalten

2y = 4x − 1.

Division durch 2 liefert

y = 2x − 1

2
.
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Lösungen dieser Gleichung sind alle Paare (x , y) der Form(
t, 2t − 1

2

)
,

wobei der Parameter t eine reelle Zahl ist.

Die Lösungsmenge der Gleichung ist also die Menge{(
t, 2t − 1

2

)
: t ∈ R

}
.
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Definition 1.3
a) Eine lineare Gleichung in den Variablen x1, . . . , xn ist eine
Gleichung der Form

a1x1 + · · ·+ anxn = b

wobei die Koeffizienten ai Elemente eines festen Körpers K sind.
Die Lösungsmenge der Gleichung ist die Menge

{(x1, . . . , xn) ∈ Kn : a1x1 + · · ·+ anxn = b}.
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b) Ein lineares Gleichungssystem in den Variablen x1, . . . , xn
besteht aus mehreren linearen Gleichungen:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Ein n-Tupel (x1, . . . , xn) ∈ Kn löst das Gleichungssystem, wenn
(x1, . . . , xn) jede der m linearen Gleichungen erfüllt. Die
Lösungsmenge des Gleichungssystems ist der Durchschnitt der
Lösungsmengen der einzelnen Gleichungen.
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Das Gleichungssystem heißt konsistent oder lösbar, falls überhaupt
eine Lösung existiert.
Das Gleichungssystem heißt inkonsistent oder unlösbar, falls keine
Lösung existiert.

Das Gleichungssystem heißt homogen, falls b1 = · · · = bm = 0 gilt.
Jedes homogene Gleichungssystem hat die triviale Lösung
(x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0).
Ein homogenes Gleichungssystem kann aber außer der trivialen
Lösung noch weitere Lösungen haben.
Wir nennen zwei lineare Gleichungssysteme in denselben Variablen
äquivalent, falls sie dieselben Lösungsmengen haben.
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Wir erinnern uns an die Definition von Matrizen aus dem letzten
Semester:

Definition 1.4
Seien m, n ∈ N und sei K ein Körper. Eine m × n-Matrix über K
ist ein rechteckiges Zahlenschema der Form

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

...
am1 am2 . . . amn

 ,

wobei die aij Elemente von K sind.
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Wir schreiben eine solche Matrix kürzer als (aij)1≤i≤m∧1≤j≤n oder
auch einfach als (aij), wenn die Dimension m × n der Matrix klar
ist.
In einer solchen Matrix nennen wir (ai1, . . . , ain) die i-te Zeile unda1j

...
amj


die j-te Spalte.
Die Menge der m× n-Matrizen über dem Körper K bezeichnen wir
mit Km×n.
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Einem linearen Gleichungssystem können wir nun verschiedene
Matrizen zuordnen.

Definition 1.5
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.
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Das Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

...
am1 am2 . . . amn


und die erweiterte Koeffizientenmatrix

a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .
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Beispiel 1.6

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

x1 + x2 + 2x3 = 9

2x1 + 4x2 − 3x3 = 1

3x1 + 6x2 − 5x3 = 0.

Dieses Gleichungssystem hat die Koeffizientenmatrix1 1 2
2 4 −3
3 6 −5


und die erweiterte Koeffizientenmatrix1 1 2 9

2 4 −3 1
3 6 −5 0

 .
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Elementare Umformungen und Zeilenstufenform

Im Folgenden werden wir sehen, wie man lineare Gleichungssysteme
löst, wie man einem Gleichungssystem ansieht, ob es lösbar ist, und
wie die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystem aussieht.
Dazu benutzen wir elementare Gleichungsumformungen bzw.
elementare Zeilenumformungen.
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Definition 1.7
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm.

Die folgenden Operationen nennen wir elementare
Gleichungsumformungen:

1. Vertauschen zweier Gleichungen

2. Multiplikation einer Gleichung mit einer von 0 verschiedenen
Konstante

3. Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen
Gleichung
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Beispiel 1.8

Wir betrachten wieder das Gleichungssystem

x1 + x2 + 2x3 = 9

2x1 + 4x2 − 3x3 = 1

3x1 + 6x2 − 5x3 = 0.

Vertauschen der letzten beiden Gleichungen liefert

x1 + x2 + 2x3 = 9

3x1 + 6x2 − 5x3 = 0

2x1 + 4x2 − 3x3 = 1.
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Aktuelles Gleichungssystem:

x1 + x2 + 2x3 = 9

3x1 + 6x2 − 5x3 = 0

2x1 + 4x2 − 3x3 = 1

Multiplikation der ersten Gleichung mit 2 liefert

2x1 + 2x2 + 4x3 = 18

3x1 + 6x2 − 5x3 = 0

2x1 + 4x2 − 3x3 = 1.
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Aktuelles Gleichungssystem:

2x1 + 2x2 + 4x3 = 18

3x1 + 6x2 − 5x3 = 0

2x1 + 4x2 − 3x3 = 1

Addition des (-1)-fachen der dritten Zeile zur ersten Zeile liefert

−2x2 + 7x3 = 17

3x1 + 6x2 − 5x3 = 0

2x1 + 4x2 − 3x3 = 1.
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Satz 1.9
Elementare Gleichungsumformungen ändern die Lösungsmenge
eines linearen Gleichungssystems nicht.
D.h., zwei Gleichungssysteme, die durch elementare
Gleichungsumformungen auseinander hervorgehen, haben dieselben
Lösungsmengen.

Die elementaren Gleichungsumformungen eines linearen
Gleichungssystems entsprechen elementaren Zeilenumformungen
der erweiterten Koeffizientenmatrix:

1. Vertauschen zweier Zeilen

2. Multiplikation einer Zeile mit einer von 0 verschiedenen
Konstanten

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile
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Beispiel 1.10

Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems aus
Beispiel 1.8: 1 1 2 9

2 4 −3 1
3 6 −5 0


Vertauschen der letzten beiden Zeilen liefert1 1 2 9

3 6 −5 0
2 4 −3 1

 .
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Aktuelle Matrix: 1 1 2 9
3 6 −5 0
2 4 −3 1


Multiplikation der ersten Zeile mit 2 liefert2 2 4 18

3 6 −5 0
2 4 −3 1

 .
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Aktuelle Matrix: 2 2 4 18
3 6 −5 0
2 4 −3 1

 .

Addition des (-1)-fachen der dritten Gleichung zur ersten
Gleichung liefert 0 −2 7 17

3 6 −5 0
2 4 −3 1

 .
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Definition 1.11
Eine Matrix ist in Zeilenstufenform wenn folgende Punkte erfüllt
sind:

1. Alle Zeilen, die nur Nullen enthalten, stehen unten in der
Matrix.

2. Wenn eine Zeile nicht nur Nullen enthält, so ist der am
weitesten links stehende, von Null verschiedene Eintrag eine
Eins (die führende Eins dieser Zeile).

3. Für je zwei verschiedene Zeilen, die nicht nur Nullen
enthalten, steht die führende Eins der oberen Zeile echt weiter
links als die führende Eins der unteren Zeile.

In einer Matrix in Zeilenstufenform stehen also in Spalten mit
führenden Einsen unter den führenden Einsen nur Nullen.
Ist eine Matrix in Zeilenstufenform und stehen auch über den
führenden Einsen nur Nullen, so ist die Matrix in reduzierter
Zeilenstufenform.
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Beispiel 1.12

Die Matrizen1 4 2 9
0 1 −7 −1
0 0 1 2

 ,

1 1 0
0 1 1
0 0 0

 und

1 5 2
0 0 1
0 0 0


sind in Zeilenstufenform, aber nicht in reduzierter Zeilenstufenform.
Die Matrizen 1 1 0

0 1 1
0 2 0

 und

0 1 0
1 0 0
0 0 0


sind nicht in Zeilenstufenform.
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Die Matrizen1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

1 1 0
0 0 1
0 0 0

 und

1 2 0 4
0 0 1 3
0 0 0 0


sind in reduzierter Zeilenstufenform.
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Ist die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen
Gleichungssystems in Zeilenstufenform, so können wir leicht die
Lösungsmenge des Gleichungssystems bestimmen.

Beispiel 1.13

Wir betrachten das Gleichungssystem

x1 + 4x2 + 2x3 + 9x4 = 2

x2 − 7x3 − x4 = 3

x3 + 2x4 = 1.
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Die erweiterte Koeffizientenmatrix1 4 2 9 2
0 1 −7 −1 3
0 0 1 2 1


ist in Zeilenstufenform. Wir formen die dritte Gleichung um und
erhalten

x3 = 1− 2x4.

Umformen der zweiten Gleichung liefert

x2 = 3 + 7x3 + x4.

Anstelle von x3 können wir 1− 2x4 Einsetzen.
Das liefert

x2 = 3 + 7(1− 2x4) + x4 = 3 + 7− 14x4 + x4 = 10− 13x4.
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Durch Umformen der ersten Gleichung ergibt sich

x1 = 2− 4x2 − 2x3 − 9x4.

Wieder können wir die bereits erhaltenen Ausdrücke für x2 und x3
einsetzen. Das liefert

x1 = 2− 4(10− 13x4)− 2(1− 2x4)− 9x4

= 2− 40 + 52x4 − 2 + 4x4 − 9x4 = −40 + 47x4.

Das heißt, dass x1, x2 und x3 durch x4 eindeutig bestimmt sind.
Dieses Verfahren nennen wir Rückwärtseinsetzen.
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Wir führen feinen Parameter t ∈ R ein und setzen x4 := t.
Dann ergibt sich x3 = 1− 2t, x2 = 10− 13t und x1 = −40 + 47t.
Die Lösungsmenge des Gleichungssystems ist die Menge

{(−40 + 47t, 10− 13t, 1− 2t, t) : t ∈ R}.

Wir nennen (x1, x2, x3, x4) = (−40 + 47t, 10− 13t, 1− 2t, t),
t ∈ R, die allgemeine Lösung des Gleichungssystem in
Parameterform.
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Definition 1.14
Ist ein Gleichungssystem in den Variablen x1, . . . , xn gegeben,
dessen Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist, so nennen wir
die Variablen, die zu Spalten mit führenden Einsen gehören,
führende Variablen. Die anderen Variablen heißen freie Variablen.

Im vorherigen Beispiel ist die Variable x4 frei, alle anderen sind
führend. Die Werte der freien Variablen können wir frei wählen
und erhalten immer eine entsprechende Lösung des
Gleichungssystems. Die Lösungswerte der führenden Variablen
ergeben sich aus den gewählten Werten der freien Variablen.
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Wenn die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems reduzierte
Zeilenstufenform hat, dann ist es noch einfacher, die allgemeine
Lösung zu bestimmen.

Beispiel 1.15

Das Gleichungssystem

x1 + 2x2 = 4

x3 = 3

hat die Koeffizientenmatrix(
1 2 0
0 0 1

)
,

die reduzierte Zeilenstufenform hat.
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Die führenden Variablen sind x1 und x3. Die Variable x2 ist frei.
Durch die zweite Gleichung ist x3 bereits eindeutig bestimmt. Die
erste Gleichung liefert x1 = 4− 2x2.
Führen wir wieder einen Parameter t ein und setzen x2 := t, so
erhalten wir die allgemeine Lösung (4− 2t, t, 3), t ∈ R.

Im Unterschied zum Beispiel 1.13 können wir die Lösung des
Gleichungssystems in diesem Falle direkt ablesen und ein
Rückwärtseinsetzen ist unnötig.
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